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0. INTRODUCTION 3

CHAPITRE 0
Introduction

Les congruences entre formes automorphes, et leurs conséquences pour la théo-
rie des représentations galoisiennes sont le théme central de cette thése. Son objec-
tif principal est de développer une nouvelle méthode pour obtenir des extensions
non triviales de représentations galoisiennes, lorsque celles-ci sont prévues par des
conjectures a la Bloch-Kato.

Cet objectif est atteint au huitieéme et dernier chapitre dans un cas particulier,
mais nous pensons que cette méthode a une portée beaucoup plus générale.

Cette méthode repose sur des congruences entre formes automorphes cuspidales
stables et formes automorphes cuspidales endoscopiques!. De telles congruences
sont obtenues, sous des hypotheéses adéquates, grace aux formules de multiplicités
endoscopiques prévues par la conjecture d’Arthur, et & des résultats d’augmentation
du niveau. Nous renvoyons & l'introduction du chapitre VIII (et spécialement &
VIIL.1.2.2 et VIII.1.2.3) pour un exposé détaillé de cette méthode.

Le cadre principal de cette these est le groupe unitaire quasi-déployé & trois
variables U(2,1), ses formes sur Q, et les variétés de Shimura qui leur sont asso-
ciées. Pourquoi s’intéresser spécialement & ce groupe? Comme le dit Langlands?,
il offre “a coherent account of all pertinent techniques [for the general case] in a
context that is as simple as possible and, yet, in which, as far as one can see, all
difficulties arise, even though in mitigated forms.” En ce qui concerne notre mé-
thode, il nous faut un groupe avec de ’endoscopie (ce ne sera donc pas GLs), pour
lequel les conjecture d’Arthur sont démontrées, et aux représentations automorphes
duquel on sait associer des représentations galoisiennes. Cela laisse peu de choix
pour le moment, et le groupe U(2,1) qui vérifie ces conditions grice au travail de
Rogawski ([Rol], [Ro3]), de Blasius-Rogawski ([BL-RO1]), et de tous les auteurs
de [ZFPMS]|, est certainement le plus simple.

Si la mise en ceuvre de cette méthode s’appuie sur un certain nombre de résultats
obtenus tout au long de cette thése, elle n’en est pas 'unique objectif, et la plupart
des résultats obtenus ici sont (du moins nous I’espérons) d’un intérét indépendant.
Ils concernent d’ailleurs souvent d’autres groupes que U(2,1). Nous proposons donc
maintenant un bref panorama?, chapitre par chapitre, de cette thése dont voici le
leitfaden :

1. A la différence des méthodes employées habituellement, par exemple par Ribet ([Ri]),
qui utilisent des congruences entre formes cuspidales et formes d’Eisenstein.

2. cf. [ZFPMS] page ix

3. Le lecteur est invité & consulter les introductions de chaque chapitre pour de plus
amples détails.
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Nous déterminons complétement® la structure de G-représentation de ce module
universel pour tous les groupes p-adiques de rang un, en toute caractéristique I,
et nous démontrons les théorémes de comparaison avec les séries principales non
ramifiées attendus.

Le chapitre V est un travail commun avec Ania Otwinowska. Nous y démon-
trons, dans le cas du groupe GLj3, la conjecture de Lazarus, qui affirme la platitude
du module universel pour un groupe p-adique sur n’importe quelle k-algébre A, ou
k est un corps de caractéristique différente de p, et méme des résultats un peu plus
précis (par exemple le méme énoncé pour A anneau quelconque). Nous espérons
que nos méthodes, qui reposent sur la combinatoire de I'immeuble de Bruhat-Tits
associé au groupe considéré, permettront de montrer dans un proche avenir cette
conjecture pour GL,, voire pour tout groupe réductif.

Dans le chapitre VI, nous généralisons au cas d’une représentation de dimension
finie n quelconque un résultat simple (mais crucial pour obtenir des extensions de
représentations galoisiennes) de [Ri], qui traite le cas n = 2. Dans le cas n = 3,
qui est le cas que nous utiliserons au chapitre VIII, nous donnons des informa-
tions beaucoup plus précises, qui permettront, dans les applications, de controler
la ramification des extensions obtenues.

Le chapitre VII est consacré a la preuve de deux résultats d’augmentation du
niveau. Le premier concerne I'augmentation du niveau en une place de rang un:
notre résultat concerne tous les groupes qui ont une telle place, que celle-ci soit
ramifiée ou non, et est valable en toutes les caractéristiques banales (cf. [CL]), ainsi
que certaines caractéristiques non banales. Il s’appuie lourdement sur les résultats
du chapitre IV. Le second résultat concerne I'augmentation du niveau en une place
ou le groupe est GL3, donc de rang (modulo le centre) égal & deux. Nos résultats
sont moins complets que dans le cas de rang un, mais ils sont cependant cruciaux
pour les applications arithmétiques du chapitre suivant.

Enfin, au chapitre VIII nous construisons des extensions de caractéres galoisiens
modulo /. Pour une description de la méthode et des résultats, nous renvoyons a ce
chapitre.

5. En fait, a une petite exception pres
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CHAPITRE 1

La compactification de Larsen

1. Introduction

1.1. Les champs My et leurs compactifications.

1.1.1. Les variétés de Shimura associées aux formes quasi-déployées du groupe
unitaire & trois variables, et leurs compactifications arithmétiques sont des objets
centraux dans cette these.

Plus précisément, soit O un anneau d’entiers quadratiques imaginaires, de dis-
criminant D, et de corps de fractions K.

On peut associer & O une forme entiere du groupe algébrique dont les points
réels sont U(2,1)(R) (voir 3.2.1). SiT" désigne le groupe des points entiers de cette
forme U(2,1)(Z), et plus généralement si I'(N) désigne le groupe des points de I'
qui se réduisent en l'identité dans U(2,1)(Z/NZ), et si K, est un compact maximal
de U(2,1)(R), alors on peut considérer la variété de Shimura — appelée dans ce cas
surface modulaire de Picard:

(1) T(N\U(2, 1)(R)/ Koo,

que nous noterons dans cet article M (C). C’est une surface algébrique connexe,
qui est une composante connexe d’une variante adélique My (C) (voir 3.1.2 pour
la définition précise).

1.1.2. La variété My (C) s’interpréte comme 1’ensemble des points complexes
d’un espace de modules My ¢ paramétrant des variétés abéliennes de dimension
3 a multiplication par O, munies de structures additionnelles soumises & certaines
conditions de compatibilités. Ces objets, dont la définition précise est donnée au
paragraphe 3.2.2, s’appellent M-structures de niveau N.

En fait, la notion de M-structures de niveau N garde un sens sur un schéma S
beaucoup plus général que Spec C: on peut la définir dés que S est muni d’un mor-
phisme vers Spec O[1/DN]. On peut donc aussi considérer le probléme de modules
consistant & classifier les M-structures de niveau N sur cette base, et on obtient
ainsi un champ algébrique, encore noté My, qui est un modele sur Spec O[1/DN]|
du champ M y ¢ défini précédemment.

1.1.3.  Ondispose, sur C, depuis [A-M-R-T], d’un procédé de compactification
(dite toroidale) des variétés de Shimura. En général, cette compactification n’est
pas unique, mais dépend d’un choix de nature combinatoire. Dans le cas de U(2,1)
qui nous intéresse, il n’y a qu’un seul choix possible, si bien que la compactification
toroidale de My ¢ est canonique.

1.1.4. Un des problémes les plus importants de la théorie des variétés de Shi-
mura depuis plus de trente ans a été la recherche d’analogues arithmétiques des
compactifications toroidales des variétés de Shimura, fournissant des modeéles sur
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des anneaux d’entiers (comme Spec O[1/DN]) des compactifiactions obtenues sur
C par des méthodes transcendantes.

La premier résultat dans cette direction a été la compactifiaction arithmétique
des courbes modulaires X (N) par [D-R] (variétés de Shimura associés & SLg sur Q).
Peu apres, Rapoport a obtenu des compactifications arithmétiques pour les varié-
tés de Hilbert-Blumenthal. Le principal progres a ensuite été obtenu par [C-F], qui
fournissent, aux débuts des années 90, une compactification arithmétique des varié-
tés modulaires de Siegel (variétés de Shimura associés aux groupes symplectiques),
et des outils pouvant s’appliquer & beaucoup d’autres cas.

1.1.5. Le cas des surfaces modulaires de Picard a fait ’'objet, & la méme époque,
de la these de M. Larsen, un éleéve de Faltings. Larsen obtient une compactification
lisse canonique My de My, définie sur la méme base Spec O[1/DN]. Les résultats
de Larsen ont été utilisés plusisurs fois depuis. En particulier, ils sont I'un des
fondements du gros livre [ZFPMS).

1.2. Pourquoi revenir sur le travail de Larsen? Pour trois raisons:

1.2.1. Les résultats de Larsen se trouvent dans [L1] (pages 34-35 pour le cas
N =1, i.e. “sans structures de niveau”, pages 42-43 en général) qui constitue le
deuxiéme chapitre du livre [ZFPMS]. Les preuves sont données dans la premiere
(et plus grande) partie de sa theése [L2].

Le premier probléeme est que les résultats énoncés dans [L1] laissent en suspens
plusieurs questions naturelles, et ne sont souvent pas assez précis pour permettre
de se servir, dans les applications, de la compactification de Larsen comme d’une
“boite noire”, en évitant d’avoir recours aux détails de la construction.

__ Par exemple, le principal théoréme affirme qu’il existe une compactification lisse
M de M = M1, alaquelle s’étend comme groupe algébrique G la variété abélienne
universelle sur M, et que le bord D = M — M est un champ propre et lisse de
codimension 1, dont ’espace grossier associé est une union de courbes elliptiques.

Mais on aimerait bien savoir si la multiplication complexe dont dispose la variété
universelle sur M g’étend & G; & quoi ressemble, précisément le bord D et pas
seulement son espace grossier associé; et ce qu’on peut dire du groupe G (et de sa
multiplication complexe) restreint au bord D.

Dans le cas des structures de niveau, on aimerait disposer d’informations sur les
morphismes “d’oublis” reliant les différentes compactifications ./T/ITV pour différents
N.

Enfin, mais il est vrai plus par commodité que par véritable nécessité, on aime-
rait bien savoir que ./\f/\ljv est un schéma projectif pour N > 3, et pas seulement “un
espace algébrique pour N suffisament grand”, ([L1], page 43)

1.2.2. Le second probléme est que, tout insuffisants qu’ils soient, les résultats
de [L1] ne sont pas tous prouvés dans [L2]. Du théoréme principal page 34, on ne
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trouve de preuve que pour les affirmations 1 et 2. Pour le cas N > 2, il n’y a rien
dans [L2].

1.2.3. Enfin, le troisiéme probléme est que tous les théorémes énoncés dans
[L1] sont inexacts. C’est le cas des résultats avec structures de niveau N > 2 ou
la définition choisie empéche déja que My soit un champ. C’est aussi le cas du
théoréme sur la compactification minimale, page 35, qui impliquerait que M est un
schéma. Et surtout c’est le cas du théoréme principal, page 42 : les composantes de
I’espace grossier associé au bord D sont des droites projectives et non des courbes
elliptiques.

Il n’est pas possible de déterminer ou précisément se situe I’erreur dans la preuve
de ce point, puisque cette preuve n’existe pas, mais, psychologiquement, le coupable
est certainement le lemme de la page 9 de [L2], qui est faux.

1.3. Que trouvera-t-on dans ce chapitre? Les remarques qui préceédent
nous semblent justifier la décision de reprendre, de maniere assez détaillée, la
construction de la compactification de Larsen ./T/t\;v de M. Néanmoins D’essen-
tiel du travail de [L2] est correct (en particulier le noyau dur de la construction,
pages 16-23) et nous ne voyons pas 'utilité de le paraphraser. Les preuves dans ce
chapitre ne seront donc pas self-contained, mais constitués de références précises a
des arguments de [L2] et des nouveaux arguments nécessaires pour les compléter.

Cependant, nous avons fait en sorte que ce chapitre soit self-contained pour un
lecteur qui voudrait prendre la compactification comme une boite noire, c’est-a-dire
que nous donnons toutes les définitions nécessaires pour comprendre les énoncés des
théorémes.

1.4. Notations. On fixe une fois pour toutes un corps de nombres quadratique
imaginaire K = Q(v/—d) et une racine carrée de —d dans K, que 1'on note v/—d.
On note O l'anneau des entiers de K, et D son discriminant.

On utilisera aussi le corps de classes K’ de K, et on travaillera souvent sur
lanneau Og-[1/D]. On notera Ck le groupe de classes de K, et h l'ordre de Ck,
i.e. le degré de l'extension K'/K.

Plus généralement, N étant un entier strictement positif, on définit K, comme
le “corps de classes de rayons” de K de conducteur N ([Si], I11.3.2), et on pose
Ry = O [1/DN]. Ainsi, si N =1, on a K| = K' et Ry = Og/[1/D].

Enfin, O* désignera comme d’habitude le groupe multiplicatif des éléments
inversibles de O, isomorphe & Z /47 (vesp. Z/67Z, Z./27Z) si K = Q(i) (resp. Q(5),
resp. un autre corps quadratique imaginaire).

Par ailleurs, on utilisera librement les notions d’espaces algébriques (voir [KN])
et de champs algébriques (pour lesquels notre référence est [L-MB])
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2. Rappels sur le type d’'un module avec action de O

Les notions de type d’un module localement libre nécessaires pour formuler
correctement les problémes de modules associés aux variétés de Shimura peuvent
présenter des subtilités (voir [KO]). Dans notre cas, ou nous travaillons avec un
anneau d’entiers quadratiques, en rejetant les places ramifiées, la notion ne présente
aucune difficulté. Par souci de complétude, nous prenons néanmoins le temps d’en
rappeler la définition:

Soit R une algebre sur O[1/D]. Soit M un module sur R avec action de O, i.e.
muni d’un morphisme d’anneaux

i: O — Endg(M).

Ecrivons O = Z[r], avec 7 = v/—d si d n’est pas congru & —1 modulo 4 et 7 =
(14++v—=d)/2sid=4d —1.

Le morphisme i est déterminé par ’'endomorphisme J = i(7). On a J? = —d
dans le premier cas, J? = J — d' dans le second cas.

Dans le premier cas, notons que le polynéme X? + d a deux racines distinctes
dans R, v—d, et —v/—d, qu’on désigne respectivement par a et & De méme, dans
le second cas, le polynéme X? — X + d' a deux racines distinctes (1 +v/—d)/2, et
(1 — v/—d)/2, qu’on appelle aussi « et a.

Notons que dans les deux cas, @ — « est inversible dans R et on peut donc écrire,
pour tout z dans M :

r=(a—a) Y ((J—-a)z—(J—a)).
Or (J —a)z € Ker (J — &) et (J —a)z € Ker (J — ), et donc
M = Ker (J — a) + Ker (J — a).
La somme est directe: si z est & la fois dans Ker (J — ), et dans Ker (J — &), on a
(e —a)xr =0 douz=0.
Dans les deux cas, on a donc une décomposition :
M =Ker(J — a) ® Ker (J — a).
On pose M = Ker (J — a) et M~ = Ker (J — @). Les deux sous-modules M+ et
M~ sont stables par O, et pour c € O, on a
ilc)r=cx si zeMT,
i(c)x=cx si z€M .

Si M est localement libre de type fini (de rang n), alors ses facteurs directs M
et M~ le sont aussi; on note p et g leur rang, on a bien stur p + g = n, et on définit
le type de M comme le couple (p, q).

Plus généralement, si S est un schéma sur Spec O[1/D], et F un faisceau cohé-

rent localement libre sur S, muni d’'une O-action, on dira que F est de type (p,q)
si, pour tout ouvert affine Spec A de S, H%(Spec A, F) est de type (p, q). Il découle
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facilement de ce qui précede que si S est connexe, tout faisceau cohérent localement
libre avec action de O est bien d’un type (p,q) et d’un seul.

Enfin, si G est un schéma semi-abélien sur S muni d’une action ¢ de O, le
faisceau localement libre Lie(G/S) = e*Qg/_S} hérite naturellement de I’action de
O, et son type, s’il existe, sera appelé le type de (G, 1).

3. L’espace de modules des M-structures de niveau N.

3.1. M-structures.
3.1.1.

DEFINITION PROVISOIRE. Soit S un schéma sur Spec O[1/D]. On appelle M-
structure sur S un triplet (A, ¢,7) ou A est un schéma abélien sur S, de dimension
relative 3, ¢ une polarisation principale de A, et 7 un morphisme d’anneaux de O
dans Endg(A), tels que

— (1) Le schéma en groupe A sur S est de type (2,1).
— (2) L’involution de Rosati associée a ¢ agit comme la conjugaison complexe
sur (O).

3.1.2.  Soit ! un nombre premier, S un schéma au-dessus de O[1/DI], et (A, ¢,1)
une M-structure sur S.

Le module de Tate Tj(A), défini comme la limite projective sur n des groupes
finis A(5)[I"] (o 5 est n’importe quel point géométrique de S), est un module libre
de rang 6 sur Z; et hérite d’une action de O, qui en fait un O®zZ; = O}-module libre
de rang 3. Il hérite par ailleurs, grace a la polarisation ¢, d'une forme Z;-bilinéaire
antisymétrique, & valeurs dans p,. (5) = Z; (on suppose fixé un isomorphisme
P = Zy sur 5), notée g, ou < , >,: 'accouplement de Weil.

D’apres le point (2) de la définition 3.1.1, on a, pour tout a € O, et pour tout
z,y € Ti(A),

(2) <oz, y >¢=< 1,0y >

Sur un tel module, la donnée d’une forme Z;-bilinéaire antisymétrique non
dégénérée g, vérifiant (2), équivaut a la donnée d’une forme O;-hermitienne 1), non
dégénérée, par la formule suivante:

(3) Ye(T,y) = q(z, 7y) — Tq(z,Yy).

Ici 7 désigne soit v/—d soit (1 + v/—d)/2, de maniére & ce que O = Z[7] (cf. [L2],
page 25).

Posons Vy = O3, et munissons Vj de la forme g, Z-bilinéaire antisymétrique
non dégénérée, vérifiant (2), telle que la matrice de la forme hermitienne associée
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g, dans la base canonique soit :

SO =
O = O
(e

On pose de méme
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3.1.4. Un morphisme de M-structures sur S est un isomorphisme de schémas
abéliens, commutant & l’action de O et & la polarisation.

Si S’ est un schéma au dessus de S et si (A4, $,7) une M-structure sur S, on
vérifie immédiatement qu’on obtient une M-structure sur S’ en posant A’ = Axg95’,
et en définissant ¢’ et 7’ sur A’ par extension de la base & partir de ¢ et 1.

3.2. Structures de niveaux.
3.2.1. Groupes unitaires. On définit les schémas en groupes GU(2,1) et U(2,1),
sur Spec Z, par les égalités fonctorielles suivantes, valables pour tout anneau A.

U(2,1)(A) = Autoga ((Vo,thg) ® A)
= {9 € GL(Vo ® A); thge(gu, gv) = 1y, (u,v)}

GU(2,1)(A) ={g € GL(Vo ® A); il existe u(g) € A* tel que
Pao (gu, gv) = p(g)thgy (u,v)}-
Par ailleurs, on pose
(6) ['(N) =Ker[GU(2,1)(Z) — GU(2,1)(Z/N7Z)]
et plus généralement, si N divise N’,
(7) ['(N',N) = Ker [GU(2,1)(Z/N'Z) — GU(2,1)(Z/NZ)]

Les morphismes (7) sont surjectifs, mais les morphismes (6) ne le sont pas, en
général.)

REMARQUE. Le groupe I'(1) est parfois appelé groupe modulaire de Picard

3.2.2. Structures de niveau N. La définition d’'une M-structure (A, ¢,7) im-
plique qu’il existe des isomorphismes (7;(A),q) ~ (Vo, o) ® Z; pour tout premier
[, mais ces isomorphismes ne sont pas donnés avec la M-structure. La donnée de
tels isomorphismes, modulo N, et rationnels sur la base, définira une structure de
niveau N. Précisément :

Soit N un entier naturel, S un schéma sur Spec O[1/DN], et (A, ¢,%) une M-
structure sur S.

DEFINITION. (voir [L1], page 42, [G], 3.1.3, page 1)
Une structure de niveau N sur la M-structure (A, ¢,4) consiste en la donnée
d’un couple (o, 7), ou
)
o: AN -V, ®O/N

est un isomorphisme de schémas en O/N-modules sur S.
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— ii)
T:un = Z/NZ
est un isomorphisme de schémas en groupes sur S.
— iii) La condition suivante est vérifiée:

7(q(z,y)) = qo(o(z),0(y))-
On dit encore que (A, ¢, 4,0, 7) est une M-structure de niveau N. Un morphisme
de M-structures de niveau N est un isomorphisme f entre les M-structures (4, ¢, 1)
et (A',¢,4') sous-jacentes, qui vérifie ¢ = o’ o f.

REMARQUES. — 1) Si (0, 7) est une structure de niveau N, d’apres le point
iii) de la définition, o détermine 7. Ceci peut expliquer pourquoi la définition
d’un morphisme de M-structures de niveau N ne fait par intervenir 7.

— 2) L’existence d’'une M-structure de niveau N sur une base S impose des
restrictions assez fortes sur S. Par exemple si S = Speck ou k est un corps,
I'existence de 7 suppose que k contiennent les racines N-iémes de I'unité. Ceci
est trés naturel: comparer par exemple avec le cas des courbes elliptiques
(ID-RJ, page 67)

— 3) La définition de [L1], page 42, est formulée de maniere incorrecte: elle
n’impose aucune condition de rationalité sur les isomorphismes i) et ii), si
bien que les M-structures de niveau N au sens de cette définition ne forment
pas un champ fppf.

3.2.3. Il est clair que la catégorie des M-structures de niveau N sur une base
S variable au dessus de O[1/DN] forme une catégorie fibrée en groupoides sur
O[1/DN] dont on voit facilement qu’elle est un champ fppf. On note My ce champ.
11 est naturellement muni d’une action de GU(2,1)(Z/NZ): & une M-structure de
niveau N sur S: (4, ¢,i,0,7), et & g € GU(2,1)(Z/NZ) on associe (A,¢,i,g o
o, u(g)T), ou u(g) est défini dans 3.2.1.

THEOREME 3.2.4 (Larsen). Le champ My est un champ algébrique (et méme,
un champ de Deligne-Mumford). Il est conneze, lisse et de dimension relative 2 sur
Spec O[1/DN]. Pour N > 3, My est un espace algébrique.

Le champ MN X specop1/pn) BN jouit de la propriété supplémentaire suivante :
ses composantes connexes sont géométriqguement irréductibles.

Si N divise N', sur Spec O[1/DN'], on a un morphisme naturel d’oubli, fini
étale,

MN/ — MN
qui identifie My au quotient de My+ par le groupe T'(N', N).

Démonstration — Pour N = 1, i.e. sans structure de niveau, ’algébricité du
champ M, et l'assertion sur les composantes connexes sont énoncées dans [L1],
page 34, et démontrées dans [L2], pages 20 et 28.
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Pour N quelconque, ces deux assertions sont évoquées dans [L1], page 42 pour
la premiére, au bas de la page 41 pour la seconde. Elles se démontrent facilement,
a partir du cas N = 1, en étudiant le morphisme d’oubli My — Mj.

Enfin I'assertion que My est un espace algébrique, pour N > 3, découle de la
rigidité des M-structures de niveau N, qu’il suffit par des arguments standards de
vérifier quand la base S est un corps algébriquement clos, ce qui résulte alors du
lemme de Serre (voir par exemple la proposition 17.5 de larticle Abelian varieties
de Milne dans [C-S].) O

REMARQUE. Pour fixer les idées, rappelons ([L1], page 34) que M = M; a ,
sur Spec Ok palt emef)
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Sur une base S quelconque, tout morphisme d’un tore vers un schéma abélien
est trivial.

Quand la base est un corps algébriquement clos, il est facile de trouver une
référence, voir par exemple [C-S], exposé Abelian varieties de Milne, corollaire 3.9.

D’autre part le théoreme 5.1 de [SGA3], exposé IX réduit I’assertion sur une
base quelconque au cas d’un corps algébriquement clos. O

4.1.4. Si (G,1) est une M-structure sur S, le tore maximal T' de G hérite
d’aprés le lemme d’une action de O, qui est de type (1,1) (cf. [L2], page 9; les
hypothéses sur la base faites loc. cit. sont inutiles vue le lemme 4.1.3), et la variété
abélienne E = G/T est une courbe elliptique, munie elle aussi d’une action de O,
de type (1,0) (i.e. “normalisée”, selon la terminologie courante. On obtient donc un
foncteur de la catégorie des M-structures sur S vers celles des tores de dimension
2 a multiplication par O sur S, qu’on appelle Partie-torique, et un autre foncteur
vers celle des courbes elliptiques & multiplications complexe par O sur S, qu’on
appelle Partie-elliptique..

4.1.5.  Si S est un schéma au dessus de Spec O[1/D], et S’ — S un morphisme,
on n’a aucun mal & définir un pullback (G',i') sur S' d’une M -structure (G,1)
sur S. Les M -structures forment une catégorie fibrée en groupoides sur Spec O.
On le note M.

De plus, la formation du tore maximal commute au changement de base par
unicité, i.e. T xg S’ est le tore maximal de G' = G xg S’. La famille (pour tout
S) de foncteurs Partie-torique de 4.1.4 définit donc un 1-morphisme (noté lui aussi
Partie-torique) de la catégorie fibré en groupoides de M, vers la catégorie fibré en
groupoide 7o des tores de rang 2 avec action de O':

Partie-torique : My, — To.

De méme, la famille (pour tout S) de foncteurs Partie-elliptique de 4.1.4 définit
un 1-morphisme (noté lui aussi Partie-elliptique) de la catégorie fibré en groupoides
de M, vers la catégorie fibré en groupoide £» des courbes elliptiques & multipli-
cation complexe par O (de type (1,0)):

Partie-elliptique : My — €.

Nous commencons par décrire o et To.

4.1.6. La notion de courbe elliptique & multiplication complexe par O de type
(1,0), ou normalisée garde un sens sur n’importe quel base au dessus de Spec O:
il suffit de demander que l'action des éléments de O sur Lie(F) comme scalaires
soit la méme que leur action induite par la multiplication complexe. Quand D est
inversible, on retrouve bien siir la définition du type (1,0). On peut donc définir la
catégorie fibré £» au-dessus de Spec O. Commencons par la décrire au dessus de
Spec Ok.
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Nous allons voir que le champ £» au dessus de Spec Ok forme naturellement
une gerbe (cf. [L-MB], définition 3.15, page 22) au dessus de la somme disjointe
&p de h copies de Spec Ok, indéxés par les h valeurs dans Qg+ que peut prendre
Pinvariant j d’une courbe elliptique (sur C) & multiplication complexe par O.

Rappelons que ceci signifie d’abord qu’il y a un 1-morphisme de champs de £p
vers €p, i.e. vers la somme de h copies de Spec Ok : il y en a un qui est naturel,
celui qui pour une base S connexe au dessus de Spec Ok, envoie le S-point défini
par une courbe elliptique CM E/S, sur le S-point de €» défini par I'invariant j de
la courbe Ej, ou s est n’importe quel point géométrique de S.

Que ce morphisme fasse de £» une gerbe au dessus de €p signifie ([L-MB],
3.16),

a) d’une part que deux courbes elliptiques (&4 CM par @) sur une méme base
ayant méme invariant j aux points géométriques sont localement (pour la
topologie fppf) isomorphes,

b) d’autre part que pour tout schéma S sur Spec O on puisse, localement pour
la topolgie fppf, construire sur S une courbe elliptique & multiplication par
O au-dessus de S.

La vérification de b) est évidente, celle de a) résultera du lemme suivant :

LEMME 4.1.7 (Rigidité des courbes elliptiques & multiplication par O). Soit S’
le spectre d’un anneau local et I un idéal de S' de carré nul. On note j: S — S’
la nilimmersion définie par 1. Alors la restriction j* induit une équivalence de ca-
tégorie entre la catégorie des courbes elliptiques a multiplication par O sur S’ et la
catégorie analogue sur S.

Démonstration —

Une méthode consiste & appliquer le théoreme de Grothendieck-Messing.

Soit (E,4) une courbe elliptique & multiplication par O sur S. La cohomologie
cristalline associe & E un module D(E)g sur S, isomorphe & (’)?g. (Voir par exemple
[DJ], paragraphe 2). Ce module hérite par fonctorialité d’une action de O, et 1'on a
D(E)s = Os ®z O (si D est inversible sur Og, cette assertion sugnifie simplement
que D(E)g est est de type (1,1).) Pour vérifier ce dernier point, on procéde ainsi:
le module D(E)g est muni d'une forme symplectique associée & la polarisation
naturelle de E, telle que la transposition sur les isogénies de E corresponde &
l’adjonction pour cette forme symplectique sur les endomorphismes de D(E) (loc.
cit.). Sic € O, la transposé de l'action i(c) sur E est i(c). L’action de ¢ sur D(E)g
admet donc pour adjoint ’action de c. Il suffit alors d’appliquer ceci & ¢ = 7.

On a donc un isomorphisme

D(E)s ~ Os @ Os,

tel que I'action de ¢ € Og soit celle du scalaire ¢ sur le premier facteur, et celle de
¢ sur le second.
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La nilimmersion S — S’ étant supposée munie de sa structure de puissances di-
visées triviale, on dispose aussi du module D(E)g sur S, isomorphe & O% (loc. cit.),
et héritant lui aussi d’'une O-action de type (1,1). De plus, on a un isomorphisme
canonique (et en particulier compatible aux actions de Q) D(E)g xg S ~ D(E)g,
ou le morphisme S — S’ impliqué dans le produit fibré est I'immersion j. Il est
clair qu’on peut écrire

D(E)S’I ~ OS’ (&) OSI,

avec l'action de O de type (1,0) sur le premier facteur, (0,1) sur le second, et de
maniére compatible pour la restriction & S avec I'écriture analogue de D(E)g.

Par ailleurs, la cohomologie cristalline réalise le module des formes différentielles
de E, wg comme un sous-module de D(E)g localement libre de rang 1, facteur
direct, et stable par . Ce module est isomorphe au module des formes différentielles
globales de E (loc. cit.) et est donc de type (1,0). Dans I’écriture D(E)gs = Og®Og,
wg s’identifie donc au premier facteur.

Le théoréme de Grothendieck-Messing implique (loc. cit., théoréme 2.1) que la
catégorie des courbes elliptiques & multiplication par O sur S’ dont la restriction
a S est munie d’un isomorphisme & (E,7) est isomorphe & la catégorie des sous-
modules (localement libres et facteurs directs de rang 1) de D(E)g stable par O,
se restreignant en wg. Or il est clair que cette derniére catégorie est ponctuelle: un
seul objet, le premier facteur de D(E)g = Ogr @& Ogr. O

Pour vérifier a) & partir du lemme, soit E et E' deux courbes elliptique &
multiplication par O normaliseée sur S, ayant les mémes invariants j en tous points
géométriques. Soit § un point géométrique de s, Az le henselisé strict de ’anneau
local de S en ce point, et m son idéal maximal. Alors le lemme permet de construire,
par récurrence sur n, des isomorphismes de E sur E’ restreints & Az/m™, compatibles
entre eux. Par propreté des courbes elliptiques, on obtient un isomorphisme sur Az.
Mais les A recouvrent S et sont plats sur S, et des arguments standard montrent
qlors que FE et E' sont isomorphes sur un recouvrement fppf de S..

4.1.8. Ainsi, £» est bien une gerbe sur €p. De plus, c’est une gerbe neutre
(cf. [L-MB], définition 3.20), ce qui signfie que le morphisme £» — €p admet une
section, i.e. qu’il existe pour chaque 7 comme plus haut une courbe elliptique &
multiplication par O sur Spec Og-. Il y a pas de choix canonique d’une telle courbe
elliptique, donc de section: pour un j donné, les courbes elliptiques correspondent
aux caracteéres y continus sur les ideles de K', & valeur dans K*, et prolongeant la
norme galoisienne de K’ vers K sur les idéles principaux. (cf. [G], théoréme 9.1.3).
Pour obtenir une section, choisir un tel caractére , obtenir une courbe E, sur K’,
et prolonger cette courbe sur Spec Ok grace a la théorie de la bonne réduction.

De cela, et du lemme 3.21 de [L-MB], on tire facilement que o est isomorphe,
sur Spec Ok au champ B(€n/0*), O* agissant trivialement. En particulier c’est
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un champ algébrique de Deligne-Mumford, et son espace grossier associé est €p,
i.e. une union fini de h “points”.

4.1.9. Par descente étale, on en déduit que £p est aussi un champ algébrique
(de Deligne-Mumford) sur Spec O. Nous n’essairons pas de le décrire.

4.1.10. De la méme fagon, mais en utilisant la rigidité des tores au lieu du
lemme précédent. on montrerait que le champ 7o sur Ok (ou méme sur SpecZ, si
Pon voulait) est une gerbe neutre sur le schéma ¥ constitué de h copies de Spec Oy
indéxés par Ck, et que T ~ B(%/O*) est un champ algébrique de Deligne-Mumford,
d’espace grossier associé ¥.

Notons que contrairement au cas de £p, To — T admet une section canonique,
qui correspond aux choix de tores scindés.

Revenons maintenant & M.

LEMME 4.1.11. Le Spec O-groupoide M est un champ fppf.

Démonstration — Si G est une M-structure, de tore maximal T, et G/T = E,
en notant p la projection de G sur E, on peut définir un faisceau inversible L5 sur
G en posant :

L =p"LEg,

ou L est le faisceau inversible correspondant au diviseur de Cartier de la section
nulle de F, ou si 'on veut, le faisceau inversible correspondant 4 la polarisation
principale canonique de E.

Le faisceau Lg est ample sur S et la projection p est affine, si bien que Lg est
ample. De plus, L¢ est canonique, au sens ou si G’ est une autre M .-structure sur
la méme base, et f un morphisme (i.e. un isomorphisme) de G sur G/, f*Lg = L.
La formation de L5 commute & tout changement de base.

Le lemme résulte alors de la théorie de la descente fppf de [SGA1], VIII, et
tout spécialement pour montrer que les données de descentes sont effectives, du
point VIIIL.7.8. O

4.1.12. Nous allons maintenant décrire présisément le champ (qui s’avérera un
champ algébrique de Deligne-Mumford) M. Le foncteur
Partie-torique x Partie-elliptique

permet de décomposer le champ M, en h? composantes fermées-ouvertes ; consi-
dérons 1'une d’entre elles, image réciproque de la composante de £p correspondant
a un invariant j et de la composante de 7 correspondant & un élément ¢ € Ck :
nous la noterons M 7.

PROPOSITION 4.1.13. Le champ Mu?° est isomorphe au champ

[Ey()/O* x O /Spec Or]  (voir [L-MB],2.4.2).
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Ici c¢(j) désigne limage de Uinvariant j dans Ok par U’élémnt ¢ du groupe de Galois
Ck, et E.j désigne n’importe lagelle des courbes elliptiques a multiplication par O
sur Ok, dinvariant cj. L’action du groupe O* x O*, vu comme schéma en groupes
constant sur Spec O, sur E¢j envisagée ici consiste a faire agir (z,y) € O* x O*
par i(z)i(y) ou i est la multiplication compleze de E;.

En particuler My7¢ et My sont bien des champs de Deligne-Mumford.

REMARQUE. La proposition implique (et sa preuve prouvera au passage) que
le quotient [E,j)/O* x O /Spec Ok-] ne dépend pas de la courbe elliptique sur Ok
d’invariant c(j) choisie.

Démonstration — Nous allons prouver la proposition a la main, c’est a dire que
nous allons construire, pour tout schéma U au dessus de Spec Ok une équivalence
canonique et fonctorielle en U entre les catégories fibres (Moo/¢(U)) et [Ee)/OF %
O*/Spec OK’]U-

Comme on sait que Mq/¢ est un champ fppf, et qu’il en va de méme de
[Ec(j)/O* x O* [Spec O], il suffit de procéder & ces constructions localement pour
la topologie fppf sur U.

Plus précisément, convenons d’appeler objet scindé de la catégorie Mo, toute
M o-structure dont le tore est scindée, et la courbe elliptique associée constante.
Tout objet de Mo est localement scindé sur U. Un objet scindé consiste simple-
ment en la donnée

— i) d’un tore T, scindé sur U & multiplication sur O,
de type c.

— ii) d’une courbe elliptique sur U & multiplication par O, d’invariant j, qui est
isomorphe & E; x U sur U, Ej; étant la courbe sur Ok d’invariant j choisie
une fois pour toutes.

— iii) d’une extension de E par T', qu’on peut munir d’une action de O et d’une
structure de groupes compatibles avec celles de E et T', nécessairement de
maniére unique.

Notons Bonnext(FE,T) ’ensemble des données iii). A vrai dire, Bonnext(E,T) a
une structure naturelle de catégorie, les morphismes étant les isomorphismes d’ex-
tensions compatibles aux autres données, mais cette catégorie est rigide, ce qui
revient & dire qu’un automorphisme de M -structure qui induit I'identité sur sa
partie torique et elliptique est l’identité; sous cette forme ’assertion est évidente
et laissée au lecteur.

L’ensemble Bonnext(E,T) dépend fonctoriellement (de maniére covariante) de
T et (de maniére contravriante) de E. Ceci résulte de la fonctorialité bien connue
de Ext!(E,T), dont Bonnext(E,T) est un sous-ensemble, et du fait qu’étant donné
un morphisme T — T’ (on raisonnerait de méme pour E' — E), I'image dans
Ext!(E,T') d’un élément de Bonnext(FE,T) hérite naturellement d’une structure
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de groupe et d’'une O-action, par transport de structure, et est donc un élément de
Bonnext(E, T").

L’ensemble Bonnext(E,T) est déterminé par Larsen, dans les 10 premiéres
lignes de la page 10: on a un isomorphisme canonique

Bonnext(E, T) =~ Ej).

On vérifie facilement une forme de compatibilité de cet isomorphisme avec la fonc-
torialité, a savoir que l'action de O* sur Bonnext(E,T) par fonctorialité en E (resp.
en T') est compatible avec I'action de O* sur Ej).

Maintenant que nous comprenons bien les objets scindés de My .(U), déter-
minons les morphismes (= les isomorphismes), entre deux tels objets. La donnée
d’un isomorphise ¢ de G vers G’ détermine, d’aprés 4.1.4, un isomorphisme des
parties toriques ¢ : T — T’ et elliptiques ¢ : E — E'. La remarque sur la
rigidité de la catégorie Bonnext(F,T) montre que le couple (¢r,¢pr) détermine
uniquement ¢. Enfin, pour qu'un couple (¢7,¢r) provienne ainsi d’un isomor-
phisme ¢, il faut et il suffit que 'application induite par (¢7, ¢r) de Bonnext(E, T)
vers Bonnext(E',T') envoie I’élément g € Bonnext(E,T) correspondant & G sur
I’élément ¢’ € Bonnext(E',T") correspondant & G'.

En particulier, les classes d’isomorphismes d’objets scindés sont les orbites de
O* x O* dans Ej(;)(U), et les automorphismes des objets d’une telle classe forment

le sous-groupe de O* x O* qui stabilise n’importe quel point de cet orbite. O
REMARQUES. — La proposition qui précede corrige le lemme erroné de
[L2], page 9.

— La preuve de la proposition montre aussi que le morphisme Partie-torique x
Partie-elliptique est schématique (voir [L-MB], définition 3.9).

Autrement dit, pour tout schéma S, pour toute courbe elliptique E/S et
pour tore de dimension 1 7'/S, le S-champ §2(FE, T, S) classifiant les variétés
semi-abéliennes sur S de tore maximal (& multiplication par O) T et de
courbe elliptique (& multiplication par @) E (précisément : le champ dont
la fibre en S’/S est la catégorie des variétés semi-abéliennes muni d’un S’-
isomorphisme de leur tore maximal vers T' X g S’ et de leur courbe elliptique
vers E x S’) est un schéma, et méme une courbe & multiplication par O
d’invariant cj.

COROLLAIRE 4.1.14. L’espace de module grossier associé a Muj . est la droite
projective.
Démonstration — D’apres [D-R], 1.8.2.2, l’espace grossier associé &

[EC(])/O* X O*/Spec OK]
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est le quotient E.(;y/O*xO* = E,(;)/O* dans la catégorie des schémas sur Spec O:.
C’est donc une courbe C, dont on peut calculer le genre (fibre géométrique a fibre
géométrique) par la formule de Hurwitz: dans le cas ou O* = Z /27, par exemple,
le morphisme E.;y — C a 4 points ramifiés d’ordre de ramification 2, & savoir les
quatres points d’ordre 2 de E,(;). On obtient donc 0 = 295 — 2 = 2(2gc —2) + 4
d’ott go = 0. On fait exactement de méme dans les cas ou O* = Z/6Z ou Z/4Z. O

4.2. Structures de niveau.

4.2.1. Les Mo-structures ont elles aussi leurs structures de niveau (voir [L1],
page 43). Si (G, 1) est une Myo-structure sur S (schéma au dessus de Spec O[1/DN])
une structure de niveau N sur (G, i) consiste en la donnée, si T est le tore maximal
de Get E=G/T,

— (i) d’un isomorphisme de O-module T[N] ~ O/N ;

— (ii) d’un isomorphisme de O-module E[N] ~ O/N ;

— (iil) d’une section E[N] — G[N] de la suite exacte

0 — T[N] = G[N] = E[N] =0

La notion de morphisme de M .-structures de niveau N est évidente, ainsi que la
vérification du fait que les Mo-structures de niveau N forment un champ fppf,
noté MOO,N-

LEMME 4.2.2. Si N divise N', sur Spec O[1/DN'], le morphisme d’oubli Moo n
MOO,N est schématique et étale fini.

Démonstration — Evident. O

PROPOSITION 4.2.3. Si N > 3, le champ Moo n sur Spec Ry est un schéma,
union disjointe de courbes elliptiques a multiplication par O. Si N =1 ou 2, M N
est un champ de Deligne-Mumford, union disjointe de quotients de courbes ellip-
tiqgues & multiplication par O, par des groupes constants finis sur Ry ; les espaces
grossiers associés a ces composantes sont des droites projectives.

Démonstration — Si N > 3, remarquons tout d’abord que le probléme de module
est rigide. Cela découle en effet de la rigidité des courbes elliptiques avec structure
principale de niveau 3, de la rigidité des tores de dimension 2 quand la 3-torsion
est fixé, et du fait qu’un automorphisme de M -structure qui induit 1’identité sur
ses parties toriques et elliptiques est I’identité, fait remarqué plus haut.

Le champ My, qui est algébrique de Deligne-Mumford d’aprés le lemme, est
donc un espace algébrique si N > 3, et comme il est propre et lisse de dimension
1 c’est un schéma, dont on vérifie facilement (directement) qu’il est union disjonte
de courbes elliptiques CM.
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Si N =1, on est dans le cas des M -structures ordinaires, déja traitée dans la
proposition 4.1.13. Le cas N = 2 se traite de méme. O

5. Compactifications et corollaires

5.1. Compactification toroidale.

THEOREME 5.1.1 (Compactification lisse). Soit N > 1. Il existe un champ al-
gébrique (de Deligne-Mumford) My sur Spec O[1/DN], un schéma en groupes G
sur My, muni d’une action i de O, et un morphisme My — My tels que

~ 1) Le champ My est propre, lisse, et de dimension relative 2 sur Spec O[1/DN].

— 2) Le morphisme My — X/(TV est une immersion ouverte.

— 3) La restriction de (G,i) @ Mn est le schéma abélien & multiplication par
O universel au dessus de Mpy.

— 4) Le bord Dy = My — My est un champ algébrique (de Deligne-Mumford)
propre, lisse et de dimension relative 1. I est isomorphe ¢ My y et la res-
triction de (G,i) a D est la M structure universelle sur Mo -

Aprés extension des scalaires de Spec O[1/DN] a Spec Ry, MVN jouit des pro-
priétés supplémentaires suivantes.

— 5) Les composantes connezes de MTV x Spec Ry (resp. de Dy ) sont géomé-
triguement irréductibles.

PROPOSITION 5.1.2. Soit N et N’ deuz entiers > 1, et supposons _que N divise
N'. Alors le morphisme My — My admet un unique prolongement A My — My.
Ce prolongement est fini et plat, et il fait de MNI le normalisé de MN dans Mpy.

Rappelons comment procéde Larsen pour construire M , avec les légéres modi-
fications qui s’imposent pour tenir compte de la description correcte de M,

5.1.3. Pour toute composante (c,j) de Mo, on choisit une courbe elliptique
sur Spec Ok d’invariant c(j), de maniére & ce que c- Ej = E(;).

Le morphisme (sur Spec Ok+) de la proposition 4.1. 13

Ey(j) — MIS
définit une M ,-structure (é, i) sur E.(;) dont la partie torique est un tore de type
c et la partie elliptique est (en tout point géométrique) d’invariant j.

5.1.4. Larsen associe, & cette situation, & 1’aide de la polarisation canonique de
E;, un faisceau inversible £ (dépendant de (j, c), et pas seulement de ¢(j) mais nous
ne le marquerons pas dans les notations) sur E.(jy: cf. page 39, premier paragraphe
de [L1], plus clair que [L2], page 15.
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5.1.5. Notons L I'espace total du fibré associé a L sur E,; et L son complété

formel le long de la section nulle. La Moo—structure (G i) s’étend par extension de
la base en une M o-structure & I, encore notée (G i) et Larsen construit, a ’aide
de la construction de Mumford (convenablement généralisée par [C-F]), un schéma
semi-abélien (G, i) de dimension relative 3 sur L, qui est isomorphe A (é, i) sur la
section nulle E,(;), et qui est “génériquement abélien et muni d’une polarisation”.

[I1 faut que je précise ce que cela signifie, car un schéma formel n’a, et c’est bien
dommage, pas de point générique. J’entends par 14 que pour tout ouvert affine U

de L rencontrant E,;, si 'on note U le schéma (et non le schéma formel) spectre

7
du complété de l’ann]e)au de U par rapport a I'idéal du fermé E. ; N U, il existe un
(nécessairement unique) schéma semi-abélien sur U de fibre générique abélienne et
muni d’une polarisation canonique, dont la restriction & I’espace annelé f/| Eny €st
(G,4). Ouf! ]

Cela est démontré par Larsen, loc. cit. . (Localement, i.e. avec les 0, mais il est
clair par fonctorialité qu’on obtient par recollement un objet global sur f/)

5.1.6. Larsen montre alors (& I'aide du théoréme d’approximation d’Artin -
[L2] page 21, qui n’est pas trés clair, mais qui semble correct. Mais que désigne donc
exactement R de loc. cit? ) qu’on peut trouver des anneaux strictement henseliens
(Rq), munis d’un morphsime de type fini vers L, avec des variétés semi-abéliennes
(Gq, 1) sur chaque R, vérifiant

— (i) si R est le complété formel de R,, par rapport a 'idéal de l’1mage inverse
de la section nulle de L sur Spec R,, alors le morphisme induit Ra — L est
formellement étale.

— (ii) Les variétés semi-abéliennes sur }/2; obtenues par extension des scalaires
a partir de la variété semi-abélienne (G,,%) sur R, et d’autre part, & partir
de (G, i) sur L coincident.

5.1.7. On peut recouvrir E,;y par un nombre fini de Spec R, ; en recomman-

cant pour chaque couple (¢, j), on obtient encore un nombre fini de tels R,, et ’'on

Uy = H Spec R,,.

Notons U3 la section nulle (qui correspond & la partie & I'infini de I’espace de
modules, soit dit en passant pour justifier la notation) de Uy, i.e. la somme disjointe
des images inverses de la section nulle de L par les morphismes R, — L. Notons
U9 le complémentaire de U dans Us.

Notons U; un schéma affine étale et surjectif sur M, et posons

V:UIHUQ,

== UF,

V=10 [ U3,

pose
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Sur ¥ on dispose d’une variété abélienne (G,i) avec une polarisation ¢. On
peut définir le schéma

T°: = ISO_mVOXSpeco[l/D]VO (0r1(G, 14, 9), pr3(G, i, ¢)).-

Notons que T° est représentable d’aprés la théorie de schéma de Hilbert, ap-
plicable grace & la projectivité de G sur v° (c’est ce qui empéche de faire la
méme construction directement sur U), qu’il est muni d’un morphisme naturel
T° — 1% Xgpeco1/p] ¥, et qu'intuitivement il représente le graphe de la relation
d’équivalence sur Uy: 2Ry ssi (G, ig, Pz) €t (Gy, iy, ¢y) sont isomorphes. Notons
aussi qu’on a pris le produit fibré sur Spec O[1/D], et non sur Spec Og+[1/D] comme
semble le faire Larsen.

5.1.8.  On note T' la normalisation de v Xgpeco[1/p) ¥ dons T9. Larsen montre
(pages 22-23) que les deux fleches T — v sont étales. Comme il est clair que
T — v Xgpeco1/p] ¥ est fini, et que T' est un relation d’équivalence (cf. page 23) il
existe bien, (par [L-MB], proposition 4.3.1) un champ quotient U/T', noté //\/lv, qui
par construction contient M comme un ouvert, de complémentaire un champ lisse
de dimension relative 1 — puisque ces propriétés se lisent sur un revétement étale
de ce complémentaire, a savoir U™.

Larsen montre que le schéma semi-abélien & multiplication complexe par O,
(G,14) descend en un schéma (G, 1) sur M qui par construction prolonge le schéma
abélien universel et sa multiplication complexe sur 7, et est une M o-structure sur
M — M. 11 montre enfin que M est propre sur Spec Oy (pages 23-24).

5.1.9. Ceci prouve, pour N = 1, les points 1) & 3) du théoréme, une partie
de 4). La partie non respée du point 5) est prouvée dans [L2], page 28, a l'aide
de la théorie transcendante). Pour prouver le reste, notons le lemme suivant, qui
d’ailleurs est intéressant en soi.

LEMME 5.1.10. I) Soit R une Ok[1/D]-algébre, normale, locale, compléte
et strictement henselienne. Soit G une varieté semi-abélienne de dimension
3 sur Spec R avec action i de O, et muni de plus d’une polarisation sur la
fibre principale qui en fait une M-structure. Alors il existe un morphsime

Spec R — v,

qui envoie le point générique dans U°, et pour lequel (G,1) (et la polarisation

la ou elle est définie) sont isomorphes au pull-back de (G,i) sur v (et de la

polarisation).

IT) Soit S un champ algébrique de Deligne-Mumford normal au dessus de Spec Ok+[1/D],

t (G,i) un schéma semi-abélien de dimension 3 avec action de O sur S,

muni d’une polarisation sur sa fibre générique qui en fait une M-structure.

Alors il eziste un unique 1-morphisme de champs S — M tel que (G,1) sur

S soit le pull-back de (G,1) sur M.
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REMARQUES. — Dans le cas ou R est de dimension 1, donc de valuation
discréte, le point I) est prouvé par Larsen ([L2], dernier paragraphe de la
page 23 et début de la page 24.) C’est d’ailleurs I'ingrédient essentiel, avec
le théoréme de réduction potentiellement semi-stable de Grothendieck, de la
preuve de la propreté de M.

— Comparer (respectivement) le point I) avec le proposition IV.5.1 de [C-F], et
le point IT) avec le point (5) du théoréme IV.5.7. On voit que dans le cas de la
compactification des espaces de Siegel, il faut des conditions supplémentaires,
de nature combinatoire, pour que ’analogue du lemme soit vraie. C’est parce
que la combinatoire est triviale dans le cas des surfaces modulaires de Picard
que le lemme est vrai sans hypothéses supplémentaires, et pas seulement dans
le cas o R est de valuation discrete.

Démonstration — 1) se prouve comme la propsition IV.5.1 de [C-F].

Si 'on prouve II) dans le cas ot S est un schéma, on l'aura aussi pour S
quelconque car I'unicité rend la propriété & démontrer locale pour la topologie étale
et un champ algébrique normal est localement isomorphe & un schéma normal. Dans
le cas d’un schéma, II) découle de I) exactement de la méme maniére que IV.5.7.5
découle de IV.5.1 dans [C-F. O

5.1.11. Soit
D;: = M—-M
le bord de la compactification de Larsen. On veut montrer, sur O[1/D], que D; est
isomorphe & M. La restriction de (G,7) & D; est une M o-structure, qui définit
donc un 1-morphisme sur Spec O[1/D]

D1 — Moo

Pour montrer que c’est un isomorphisme de champ, il suffit de le faire sur Spec O-[1/D],

d’apres la théorie de la descente étale (cet énoncé, qui serait tout & fait standard
si Mo et Dy était des schémas, est encore vrai pour des champs, comme on peut
facilement s’en convaincre).

5.1.12.  On se place donc sur Spec Ok[1/D], et on reprend les notations du
paragraphe 5.1.3. La M -structure ((N}’ ,1) sur E;) est munie d’une donnée descente
relative & l'action de O* x O* sur E;), puisqu’elle provient par extension des
scalaires de MZE. Par fonctorialité de £ par rapport & (é,i), le schéma L et le
schéma formel L héritent aussi d’une action de O* ® O, et la Myo-structure (G, )
sur ceux-ci d’une donnée de descente compatible & cette action. D’apres les résultats
généraux de [C-F], chapitre 3, de fonctorialité de la construction de Mumford, le
schéma semi-abélien (G, i) sur L avec sa polarisation (1 ou elle est définie) hérite
elle aussi de cette donnée de descente. On obtient donc une schéma semi-abélien
(G, %) sur le champ formel [L/O* x O]
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[Ou, si 'on préfere éviter ce genre d’objet, et si on souhaite étre plus précis:
pour tout ouvert affine U de L qui rencontre la section nulle, stable par I'action
de O* ® O - et il existe un recouvrement de L par de tels ouverts, on obtient par
descente des schémas semi-abélien (G, i) sur [U/O* ® ©*], avec des polarisations
sur I'image du complémentaire de la section nulle.]

Par le lemme précédent, point II), on obtient un morphisme [f/ JO*®0*| vers M ,
tel que (G, ¢) sur lespace de départ soit le pull-back du (G, ) sur espace d’arrivée
[I1 serait plus rigoureux, mais moins parlant, d’appliquer le lemme & chacun des
champs algébriques de Deligne Mumford [ﬁ /O* ® O*] plutét qu’au champ formel

A

L]. Tl est clair que ce morphisme envoie le sous-champ fermé M%S = [E,(;)/O*® O*]
de [L/O* ® O*] sur le bord D; de M. En appliquant ceci & tous les couples (¢,9),
on obtient un morphisme
My — Dy

qui est clairement un inverse sur Ogs du morphisme D; — M, construit plus
haut.

Ceci termine la preuve du point 4) du théoréeme dans le cas N = 1. La partie
respée du point 5) découle alors de la proposition 4.1.13

5.1.13. Nous laissons au lecteur intéressé le soin d’adapter la preuve du théo-
réme au cas N > 1 en s’inspirant du cas analogue [C-F], V.6, et de prouver la
proposition.

5.2. La compactification minimale de My.
5.2.1.  Un corollaire du théoréme précédent est I'existence d’une version arith-
métique de la compactification minimale, ou de Satake-Baily-Borel, de M y.

THEOREME 5.2.2 (Larsen). Il existe un schéma normal, projectif M7 sur Spec Ry
et un Ry-morphisme ./T/iTv i) My tel que, si My désigne l'espace grossier associer
a My (et donc My =M, si N>3):

— 1) I ezxiste une immersion ouverte My C M3, compatible avec f et Uinclu-

sion de My dans m Autrement dit, le diagramme suivant est commutatif:
My — My
.
My — My

— 3) Le bord M} — My est une union disjointe de points (un pour chaque

composante de Dy ).

Démonstration —  Le théoréme est un corollaire facile du théoréme précédent
et des résultats de Moret-Bailly sur la positivité de 1'image directe du faisceau
canonique pour un pinceau de variétés semi-abéliennes.
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Le théoréme est énoncé, pour le cas N = 1, dans [L1], page 35, et démontré
dans [L2], page 28. (L’énoncé est dans les deux cas légérement incorrect, puisqu’il
prétend plonger M — et non son espace grossier associé — comme un ouvert de M*.
Mais la preuve est correcte). La preuve pour N quelconque se fait de méme. Le

lecteur pourra aussi consulter [C-F], théoreme V.2.5, page 153. O
5.2.3.
REMARQUES. — i) Les espaces My quand N > 3 sont des schémas quasi-

projectifs, comme ouverts de M.

— ii) Nous montrons dans la partie suivante qu’il en va de méme pour ./T/l\z/v,
N > 3. En attendant, remarquons déja qu’apres extension de la base a un
corps, m est un espace algébrique propre et lisse de dimension 2 sur un
corps, donc est une surface, i.e. une variété algébrique de dimension 2 au
sens usuel du terme.

5.3. Schématicité de My, N > 3.

5.3.1. Un lemme sur la projectivité des espaces algébriqgues. Commencons par
généraliser une construction bien connue ([EGA], 11.6.5) pour la catégorie des
schémas & celle des espaces algébriques: la norme des faisceauz inversibles.

Soit f : X — Y un morphisme fini et plat d’espaces algébriques noethériens,
L un faisceau inversible sur X. Sur le site étale des schémas au-dessus de Y (i.e. la
catégorie des schémas U munis d’un morphisme d’espace algébrique de U vers Y,
les fleches de U; vers Us étant les morphismes de schéma au-dessus de Y qui sont
étales, cette catégorie étant munie de la topologie de Grothendick étale), on définit
un préfaisceau

Nx/y (L) : U— H(U, Nxx, v/v(L)).

Pour compremdre la définition précédente, il faut avoir noté les faits suivants: U
étant un schéma, et X Xy U fini sur U, X Xy U est aussi un schéma; le foncteur
Nxxyuju est alors celui défini dans [EGA], 11.6.5.5.1 (on est dans le cas de ’hy-
pothése (I) de op. cit., 11.6.5.1, car f est plat); enfin, si ¢ : U — Us est une fleche
étale, Nx/y (L)(¢) est la fleche naturelle

H(Uz, Nxxyva)0,(£)) — H(U1, 6" Nx oy /0, (L))
= HO(UD NXXyUl/Ul (‘C))a
la derniére égalité résultant de ce que la formation de Nx,y (£) commute au chan-
gement de base sur Y (loc. cit., 11.6.5.8).

On voit de plus que le préfaisceau Nxx, (L) est en fait un faisceau: cela
découle immédiatiement, compte-tenu de 1’égalité

HO(U1,¢*Nx .y v,0,(£)) = H (U1, Nx 1 /0, (£))
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sus-mentionnée, du fait que Nx, /v, (£) est un faisceau Zariski cohérent, donc
un faisceau étale cohérent.

Comme par définition ou presque ([KN], page 103) un faisceau sur le site étale
des schémas sur Y s’identifie & un faisceau (étale) sur Y, on voit qu’on a bien défini
un faisceau Nx/y (L), qui est clairement inversible, et qui est appelé, si personne
n’y voit d’objection, la norme de £ sur Y.

On vérifie que les propriétés de la norme sur les schémas se généralisent au cas
des espaces algébriques:

— (i) Nx/y est un foncteur de la catégorie des faisceaux inversibles sur X
vers la catégorie des faisceaux inversibles sur Y. En particulier, on a un
morphisme canonique Nx/y : HY(X, L) - H(Y, Nx/y(£))- (cela découle
immédiatement de [EGA], I1.6.5.5 et de la descente étale des morphismes
de faisceaux quasi-cohérents).

— (i) Si s € HY(X, L) et ' = Nx/y(s) € H*(Y, Nx;y (L)), et si l'on suppose
que f est surjectif, on a

f (Xs) =Yy,

ol X (resp. Yy) est I'ouvert de X (resp. Y) ol s (resp. s’) est non nulle.

(L’assertion correspondante pour les schémas découle trivialement de loc.
cit., 11.6.5.8, et on passe au cas des espaces algébrique par descente étale des
morphismes de schémas.)

On est maintenant en mesure de démontrer le lemme

LEMME 5.3.2. Soit U et S deuz schémas, A un espace algébrique propre sur S,
et m: U — A un recouvrement étale fini représentable (voir [KNJ|, I1.1.3). Soit L
un faisceau inversible sur A, tel que ©* L soit relativement ample sur S. Alors A
est un schéma projectif sur S, et L est un faisceau ample sur A relativement a S.

Démonstration —  Quitte & changer £ par £®" pour n assez grand, on peut
supposer 7*L trés ample relativement & S. ([EGA] II, prop. 4.6.11)

On veut montrer que A est un schéma. Comme c’est un probleme local sur S
(d’apres la proposition I1.3.13 de [KIN]), on peut supposer S affine.

Comme 7*L est tres ample, il existe des section globales sg,...,s, de 7L
tel que les ouverts U; = U,; de U soient affines et recouvrent U. Mais alors on
peut considérer les ouverts (= les immersions ouvertes) A; = Ay, /a(si)- D’aprés
(i), f(U;) = A; et comme f est fini, le théoréme de Chevalley pour les espaces
algébriques ([KN], II1.4.1) montre que A; est un schéma affine. De plus [[U; = U
est étale surjectif, il en est donc de méme de [[ A; — A. La proposition 11.3.13 de
[KN] permet donc de conclure: A est un schéma.

On prouve les autres assertions du lemme par invocation: Ny/4(£) est ample
sur A relativement & S par [EGA], I11.6.6.1; A est donc un schéma projectif sur
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S. Nyja(£) = L ol n est le degré de m par II, 6.5.2.1. Donc L est relativement
ample. O

5.3.3. Application au cas qui nous intéresse.

PROPOSITION 5.3.4. L’espace algébrigque M_]/\r est en fait un schéma projectif
sur Spec R. Soit L(—Dn) le faisceau associé au diviseur & linfini —Dyn ot Dy =
My — My. Alors L(—Dy) est ample sur My relativement ¢ f: My — My

Démonstration — Soit U un recouvrement représentable étale fini de X/(TV Soit
Ey=FEx Jore U le “diviseur a l'infini” de U. Ey est un sous-schéma fermé, lisse sur
S, de codimension 1 dans le schéma U propre et lisse sur S, d’apres le théoréme 5.1.1,
point 4.

Nous allons montrer que le faisceau inversible sur U, associé au diviseur de Weil
—Ey, que nous noterons £(—Ey) est ample relativement & M7,

U—> My

N\

My

|

S

Comme U est propre sur M}, il suffit d’aprés [EGA], I11.4.7.1 de prouver que
la restriction de £L(—FEy ) a toute fibre du morphisme U — M}, est ample.

Les fibres au dessus des points de My C M7, sont étales finies, donc affines,
et la restriction de £L(—Ey) y est donc ample.

Soit donc p un point de M} — My, de corps résiduel &, et U, la fibre au dessus
de p. Il faut montrer que la restriction de £L(—Ey) a U, est ample.

Le but des manceuvres qui suivent est de montrer que tout se passe en fait au
dessus du corps k: le diagramme suivant est commutatif et le rectangle qu’on y
voit est cartésien:

Up

U

Mn

*

p = Speck —— M,

.

Spec R
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Comme
Up =U Xz, Speck =U X (M X spec RSPeC k) Speck,
on peut dans le colonne de droite appliquer un changement de base de Spec R &
Speck:
Up

Uk

(M)

p = Speck —— (M})i

I

Speck

et se ramener ainsi & un probléme dans le monde familier des surfaces sur un corps,
étant entendu que (M\_j/\]’)k est un espace algébrique lisse de dimension 2 sur un
corps, donc un schéma. ([KN],V.4.9.10).

I est alors clair qu’il suffit de montrer que le faisceau inversible £(E) sur (My )
restreint & la fibre (M\])p est ample. Mais E est une union disjointe de courbes

elliptiques E; sur k et (My), est 'une de ces courbes (théoréme 5.2.2, point 3),
disons Fj.

LEMME 5.3.5. Sur un corps, E? est strictement négatif.

Démonstration — cela découle de ce que les E; sont contractibles (théoréme 5.2.2)
et de [HA] V.5.7.2. ]

(Et bien stur E; - Ej = 0 si i # j). Or la restriction de L(—FE) & E; est de degré
—FE.E; > 0, donc est ample.

On a donc prouvé que L(—FEy) était ample relativement & M7},. D’apres le
lemme précédent, My est un schéma projectif, et L(—FE) est ample sur My rela-
tivement a M. O

COROLLAIRE 5.3.6. Sur My le faisceau A ® L(—E) est ample.

29 __
TMN/SpecRN

Démonstration — Cela découle immédiatement du théoréme 5.2.2, point 2, et de
[EGA] IV. O
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CHAPITRE II
Relevement des formes modulaires de Picard

1. Introduction

1.1. Objectif.

1.1.1.  Soit R un anneau au-dessus de Z[1/N]. On sait définir, depuis [D-R], ce
qu’est une forme modulaire (pour SLy) de poids n et de niveau N sur R. L’ensemble
de ces formes est un R-module noté

MR(TL,N).

Katz a démontré le théoréeme de changement de base suivant ([K]|, théorémes
1.7.1, 1.8.1 et 1.8.2):

THEOREME 1.1.2 (Katz). On suppose n > 2, ou bienn =1 et N < 11. Soit
R une algébre sur Z[1/N], B un idéal mazimal de R, et R' = R/P. Si N =1, on
suppose aussi que 2 et 3 sont inversibles dans R. Alors on a

MR(na N) QR R = Mp (’I’L, N)a
et Mg(n,N) est un R-module localement libre et de type fini.

Un tel théoréme a de multiples applications, parce qu’il permet de relever les
formes modulaires de la caractéristique p a la caractéristique zéro, et donc de
construire des formes modulaires en caractéristique nulle dont on contréle la ré-
duction modulo p.

1.1.3. L’objet de ce travail est double: il s’agit d’une part de démontrer un
théoréme analogue pour les formes modulaires de Picard, i.e. associées au groupe
unitaire U(2,1)(R) ; et d’autre part de développer, la théorie des formes modu-
laires de Picard arithmétiques, i.e. définies sur un anneau d’entiers, en généralisant
toutes les notions et outils qu’on trouve sur C. En particulier, nous proposons une
théorie arithmétique du développement de Fourier-Jacobi, qui se préte bien & la
comparaison avec la théorie classique transcendante.

1.1.4. Plus précisément, on peut définir, en parfaite analogie avec le cas clas-
sique, une forme modulaire de Picard, de poids n et de niveau N, sur un anneau
R au-dessus de O[1/DN] comme une section globale de la puissance tensorielle
n-iéme du faisceau des formes différentielles de degré maximal sur Mpy. Si 'on
note Mg(n, N) le module constitué de ces formes (resp. et M%(n, N) celui de ces
formes qui sont paraboliques), nous démontrons le théoréme de changement de base
suivant (voir proposition 4.3.1 et théoréme 1.2.4.)

THEOREME 1.1.5. Soit N > 1, soit R une algébre sur O[1/DN], et R une R-
algébre. On suppose n. > 2 (resp. n>1). Si N =1 ou 2, on suppose de plus que 2,
3 ou 7 sont inversibles dans R. Alors Mg(n,N) (resp. M%(n, N)) est un R-module
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localement libre et de type fini
Mg(n,N)® R' = Mg/(n,N).
(resp. My (n,N) ® R' = My, (n,N)

1.1.6. A notre connaissance, ce cas des formes modulaires pour U(2,1), avec
celui des formes modulaires classiques pour SLs, est le seul ou I'on dispose d’un
théoréme de changement de base de ce type, ou l'on exclut seulement un ensemble
fini ezplicite de nombres premiers.

1.2. Plan. Indiquons brievement le plan du chapitre:

La premiére partie est I'introduction, que vous étes en train de lire.

La seconde partie précise la définition arithmétique des formes modulaires de
Picard esquissée ci-dessus, et donne diverses variantes utiles, ainsi que des construc-
tions et démonstrations arithmétiques du principe de Kocher et du développement
de Fourier-Jacobi d'une forme modulaire. Ce dernier nécessite une étude détaillée
de la géométrie de la compactification de My au voisinage de son bord, étude qui
occupe le plus gros de cette partie.

La troisiéeme partie consiste en une comparaison des notions arithmétiques in-
troduites dans le chapitre précédent, et dans la premiere partie de celui-ci, avec les
notions analogues déja connues sur C, dans ’objectif d’applications ultérieures a la
théorie automorphe (nous avons en vue en particulier des congruences entre séries
d’Eisenstein et formes paraboliques).

La quatrieme partie démontre le théoréme de relevement 1.1.5.

Enfin, la cinquieéme et derniére partie donne une application: on construit, pour
tout p décomposé dans O une forme modulaire de Picard, sur un corps de nombres,
dont le développement de Fourier-Jacobi est congru & 1 modulo p. Pour cela, on
utilise un analogue de I'invariant de Hasse, dont on calcule le développement de
Fourier-Jacobi grace aux résultats de la seconde partie, et qu’on releve ensuite en
caractéristique nulle grace au théoréeme de relévement 1.1.5.

1.3. Notations. On garde les mémes notations que dans le chapitre précédent.

2. Formes modulaires sur My

2.1. Construction de faisceaux cohérents.

2.1.1. Tous les champs considérés ici sont des champs de Deligne-Mumford
(cf. théoremes 1.3.2.4 et 1.5.1.1). Rappelons que sur un tel champ X, on a une
notion treés simple de module quasi-cohérent ([L-MB] page 118, 13.1.7). C’est un
faisceau de modules F sur le site étale annelé sur X, tel qu’il existe une présentation
P: X — X telle que p*F est un module quasi-cohérent sur X.

En pratique, on définira un module quasi-cohérent F sur X en se donnant,
pour tout schéma U étale au dessus de X un faisceau quasi-cohérent Fyy sur U, de
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maniére compatible au changement de base U (i.e. avec des isomorphismes 7*Fy ~
Fur, pour tout m : U’ — U, vérifiant les conditions de transitivité usuelles). La
manipulation (dual, produit tensoriel) des modules quasi-cohérents ainsi définis, et
la vérification de leurs propriétés locales pour la topologie étale (par exemple étre
cohérent, étre de rang n) est transparente.

2.1.2. En particulier, pour tout schéma étale U au dessus de My (resp. de
./Y/l\]/v si N > 3), on dispose du faisceau des 1-formes différentielles, QlU /Spec O[1/DN]’
localement libre de rang 2, et aussi du faisceau inversible /\29[1] /Spec O[1/DN]’ qu’on
notera simplement w. Ceci définit un module inversible sur My (resp. M N), encore
noté wy, ol simplement w si le contexte léve 'ambiguité.

Il est clair que wy sur My est la restriction de wy sur .//\—/t\_]/\r, et que si N divise
N', wyr est le pull-back de wy par le morphisme canonique M+ sur My (d’apres
le lemme 1.4.2.2).

2.1.3. Par ailleurs, soit U un schéma quelconque au dessus de O[1/D] et (G, 1)
un schéma semi-abélien sur U de dimension 3 muni d’une multiplication par O de
type (2,1).

Si e désigne la section nulle U — Gy, et Tg, /v le faisceau tangent relatif, le
faisceau e*7g, /r est un module localement libre de rang 3 sur U qui hérite d’une
action de O, de type (2,1), et donc (voir 2) se scinde en deux modules cohérents,
de type respectif (2,0) et (0,1):

e*TGU/U =77 @ T,

ou 71 est localement libre de rang 2 sur U et 7~ localement libre de rang 1 sur
U. La formation de 7" et 7~ commute trivialement & tout changement de base
U'—-U.

Ceci s’applique en particulier quand U est un schéma étale au dessus de My
(resp. de My siN > 3), pour lequel on dispose de (Gy, i), obtenu par pull-back &
partir du (G, i) sur My (resp. My) du théoréme 1.5.1.1. On obtient des faisceaux
T[_]'_ et 7, qui vérifient trivialement les conditions de compatibilité attendues.

Ces faisceaux définissent donc des faisceaux 7 et 7~
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théorie des déformations des M-structures (voir [L2], pages 6-7-8)

(8) T /SpecO[1/DN] =TT @ T7

L’isomorphisme de la proposition découlerait de (8) simplement par passage au
dual et & la puissance extérieure seconde.

Faute d’avoir su trouver une référence s’appliquant facilement & notre cas, nous
donnons une démonstration directe de I'existence de (8).

Remarquons tout d’abord que le résultat quand N = 1 implique le résultat pour
N quelconque. En effet, si 7 est le morphisme d’oubli de My vers M, le faisceau
77 Q@ 71 (resp wam, sur My est le pull-back par 7 du faisceau correspondant sur
M (resp. wpm)

Prouvons le résultat quand N = 1, en construisant, pour tout schéma étale U =
Spec A au dessus de M, un isomorphisme canonique de A-module de H°(U, Tu/s)
sur HO (Ut~ ® 771).

Notons Ale] = A[X]/X? et considérons I'immersion i : Spec A — Spec Ale]
définie par € = 0.

Rappelons que HY(U, Tyy/s) = H(U,Ty/s) est isomorphe au A-module des
morphismes

f: Spec Ale] — Spec A,

qui sont des rétractions de 7:

fO’i = IdSpecA-

(Rappelons que la structure de A-module sur I’ensemble des morphismes f est
donnée de la maniere suivante. Si f et g sont deux rétractions de ¢ comme ci-dessus,
on en obtient une troisiéme f + g grace a la comultiplication Ale] — Ale] ® Ale]
donné par ¢ — € ® 1 + 1 ® . La multiplication scalaire af pour a € A est donnée
par la composition f o [a], ol [a] est 'endomorphisme de Ale] défini par ¢ — ac.)

D’autre part, désignons par (G,i,¢) la M-structure sur U = Spec A définie
par le morphisme A — M py. Un morphisme f comme ci-dessus correspond a une
déformation au-dessus de Spec A[e] de (G, i, $). Inversement, une déformation de
(G,i,¢) sur Spec Ale] définit un morphisme 1 : Spec Ale] - M se restreignant
au morphisme Spec A — M sur le lieu € = 0, et 9 se reléve en un morphisme
f : Spec Ale] vérifiant f oi = Id par étalité de Spec A sur M.

On a donc obtenu une bijection naturelle de H°(U, Tu/s) sur lensemble DEF
des déformations de (G, i, ¢) & Spec Ale]. L’ensemble des déformations considérées
a naturellement une structure de A-module et la bijection mentionnée est tautolo-
giquement un isomorphisme de A-modules.

Pour décrire le A-module DEF des déformations, on utilise le théoréme de
Grothendieck-Messing ([DJ]).

La cohomologie cristalline associe (entre autres) & (G,i,¢) un A-module loca-
lement libre de rang 6, D(G), muni d’une O-action ¢, et d’une forme bilinéaire
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antisymétrique non dégénérée g. De plus, la cohomologie cristalline identifie le mo-
dule wg des différentielles invariantes de G sur A & un sous-module localement
libre de rang 3 et facteur direct de D(G), stable par O, de type (2,1) et totalement
isotrope pour q.

Le théoreme de Grothendieck-Messing affirme que la cohomologie cristalline
induit une équivalence de catégories entre la catégorie des déformations de (G, 1, ¢)
a Ale] (comme M-structure), et la catégorie des déformations de wg & Ae] (comme
sous-module localement libre de rang 3, facteur direct, stable par O (et de type (2,1)
- mais cette condition est vide) et totalement isotrope, du module D(G) ® 4 A[e]).

Mais une déformation de wg comme sous-module localement libre facteur direct
de rang 3 de D(G) ®4 Ale] (ou plutot, une classe d’équivalence de telles déforma-
tions) correspond canoniquement & une application linéaire

h:we — D(G)/wg.

(& h on associe le sous-module wy, de D(G) ® A[e] constitué des éléments de la forme
z+ (y + h'(z))e, pour (z,y) € wg, et ou h'(x) désigne n’importe quel représentant
de h(z) dans D(G) — il est facile de vérifier que wy, est bien défini, que c’est un
Ale]-sous-module de D(G) ® Ale], qu’il est localement libre et facteur direct de
rang 3, et enfin que wy, @ 4[] A = wg, i.e. que c’est bien une déformation de wg )-

Les conditions imposées & wy,, d’étre (a) stable par O, et (b) totalement isotrope
se traduisent en des conditions sur le morphisme h, & savoir:

Condition (a): h commute aux actions de O sur wg et D(G)/wg-.

Condition (b): pour tout z € wg, on a

< z,h(z) >=0,

ou < z,y > désigne laccouplement de wg avec D(G)/wq, obtenu & partir de la
forme g sur D(G) grace a l'isotropie de wg.

En bref, I’ensemble DEF des classes d’isomorphismes de déformations est ca-
noniquement isomorphe & ’ensemble des morphismes h vérifiant (a) et (b).

Le module wg admet une décomposition

_|_ —
wao G wg,

et il en va de méme pour D(G)/wg. Que h vérifie (a) et (b) implique facilement
qu’il est déterminé par sa restriction a wg, et que l'image de cette restriction est
incluse dans (D(G)/wg)~- Donc

DEF = Hom(w, (D(G) /wg) ™) = (D(G)/we)™ @ (wh)® 7,

la deuxiéme égalité résultant de ce que les modules en questions sont projectifs,
comme facteur direct de modules localement libres.

Or le module (D(G)/wg) ™~ est canoniquement isomorphe & H°(U,77) (loc. cit)
tandis que w/; est canoniquement dual de H*(U, 7).
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On a donc construit une bijection canonique
H°(U,Tys) = DEF = H'(U, 7" @ 7).

Que cette bijection soit un isomorphisme de A-modules se voit en suivant, &
travers tous les isomorphimes canoniques impliqués, cette structure de A-module.
L’idée est que la structure de A-module sur un ensemble de déformations (de M-
structures, comme DEF, ou d’objets d’algébre linéaire) est codée, comme expliqué
plus haut, dans la structure de catégorie qu’a la collection de ces déformations.
I1 suffit alors d’utiliser le théoreme de Grothendieck-Messing dans toute sa force
(équivalence de catégories, et non seulement bijection entre ensembles de classe
d’isomorphisme). O

On aimerait étendre ce résultat de comparaison a My tout entier, pour N > 3.

2.1.6. Notons que si Y est un sous-espace fermé lisse de codimension 1 d’un
espace algébrique lisse X, alors, pour tout schéma U étale sur X, Y X x U est un
sous-schéma fermé lisse de codimension 1 du schéma lisse U, auquel correspond un
diviseur de Weil, et donc un faisceau inversible. Ceci permet de définir un faisceau
inversible sur X, pour tout sous-espace Y lisse de codimension 1. Nous noterons
ce faisceau L(Y'). Plus généralement, si F est un module inversible sur X, nous
noterons F(Y') le produit tensoriel F @ L(Y').

LEMME 2.1.7. Soit N > 3. Le module inversible w(Dy) sur My est l'unique (@
isomorphisme prés) module inversible sur My dont la restriction a 'ouvert My
est isomorphe a w, et dont la restriction au bord Dy est triviale.

Démonstration — On se rameéne aisément au cas ou la base est un corps algébri-
quement clos.

Dans ce cas, appelons K un diviseur de Weil de w; c’est “le” diviseur canonique
de m Le diviseur associé au bord D,, est de la forme

ZEia
i

ou les E; sont les diviseurs des courbes elliptiques composantes du bord Dy (voir
le théoreme 1.5.1.1 et la proposition 4.2.3); un diviseur de w(Dy) est

K-I—ZEz';
i

et plus généralement un faisceau isomorphe & w sur My admet un diviseur de la

forme (cf. [HA],V.1.5)
K+ nE;.
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Pour qu’un tel faisceau soit trivial sur le bord Dy, i.e. sur chaque courbe ellip-
tique F;, il faut que son degré soit nul sur E;, ce qui implique

(K + ’I”LZEZ) - E; =0,
soit, par la formule d’adjonction (cf. [HA],V.1.5),

ou encore
n; =1
compte tenu du lemme 1.5.3.5.
Inversement, la condition de nullité du degré sur E; d’un faisceau de diviseur
K + %7, n:E; est suffisante pour sa trivialité sur E;, toujours d’apres ( cf. [HA],
V.1.5 ), ce qui montre que w(Dy) vérifie les propriétés de 1'énoncé, et est le seul, &
isomorphisme preés, & les vérifier. O

LEMME 2.1.8. Soit (G,i) une Mo-structure de niveau N (N > 3), sur un
schéma S au-dessus de Spec Ry .

Alors le faisceau inversible ((1~)%? ®/\2(7'+))®_1 (défini comme en (2.1.3))
est trivial sur S.

Démonstration — Placons notre M -structure de niveau N dans une suite exacte
1-T—-G—E—1.

Outre les faisceaux 77 et 7~ définis plus haut, notons qu’on peut définir les faisceaux
localement libres 7p : = €*Tg/g, 77 = " T1ys, T;I, Tr , de rang respectif 1,2,1 et
1. De plus il est clair (compte tenu de ce que T est de type (1,1) et E de type (1,0)
) que
TP =T,
TT = T;I @ 1,
et qu’on a une suite exacte
0—)7;—)T+—>TEI—)O.

Maintenant, (F,1) est un courbe elliptique & multiplication complexe par O sur
S, avec une structure de niveau N et elle provient donc par pull-back d’une courbe
elliptique sur Spec Ry (en tout cas si S est connexe — cela résulte du lemme 1.4.1.8).
On en déduit que 7, est trivial.

De méme, le tore (7',%) est muni d’une structure de niveau N et provient par
pull-back d’un tore & multiplication complexe sur Spec Ry (d’aprés le lemme 1.4.1.10),
et on en déduit que les faisceaux localement libres 7, = 7, Tj’f et 7 sont triviaux.

Enfin, le faisceau 77 extension du faisceau trivial T;J par le faisceau trivial 7
n’a aucune raison d’étre trivial, mais sa puissance extérieure seconde A?7T Dest,
puisque sa classe de Chern est la somme de celle de 75 et de celle de T;I .
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PROPOSITION 2.1.9. On suppose N > 3 et l’on se place sur Ry.
Il eziste un unique isomorphisme de faisceauz prolongeant A\ de w(Dy) vers

((T—)®2 ® /\2(T+))®_1.

Démonstration —  Le lemme précédent montre que ((77)%?® /\2(74'))@)_1 est
trivial sur Dy, le lemme 2.1.7 et la proposition 2.1.5 montre ’existence d’un iso-
morphisme entre les deux faisceaux. L’unicité d’un tel isomorphisme est évidente.
a

2.2. Le principe de Kocher.

2.2.1. On énonce maintenant un principe de Kocher arithmétique. Dans le
cas des formes modulaires de Siegel, un principe analogue a été obtenu par [C-F]
(proposition V.1.5).

PROPOSITION 2.2.2. Soit k un entier, et N > 3. On se place sur Ry.
Le morphisme de restriction

H'(Mpy,w(Dy)®*) = H* My, w®)

est un isomorphisme.

Démonstration — Rappelons le diagramme commutatif:

My —> Vv -

RN

*
My
La restriction induit un morphisme
f*w(E)@Ic — v*u*w®k,

qui est injectif. Pour montrer qu’il est surjectif, il suffit clairement de le faire apres
extension des scalaires a un corps algébriquement clos. Dans ce cas, compte tenu du
lemme 2.1.7, c’est simplement la “formule de projection” de Sakai ([Sak], théoréme
2.1, qui n’est énoncé que sur C mais dont la démonstration marche en général).

Passant aux sections globales dans cet isomorphisme, on obtient la proposition.
O

2.3. Définition des formes modulaires.
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2.3.1. Soit n un entier naturel, et N > 1.

DEFINITION. On appelle forme modulaire (de Picard) de poids® n et de niveau
N, sur une base S au-dessus de Spec Ry tout élément de

H° (Mp x S,w®")

On note Mg (k,N) le H(S,Og)-module des formes modulaires de poids k et
de niveau N sur S, et Mg(N) la H%(S, Og)-algebre graduée

69Ic;o=0]\45(ka N)

I est clair que Mg(k, N) et Mg(k) dépendent fonctoriellement (de maniére contra-
variante) de S.

LEMME 2.3.2. Supposons que N divise N', et que S est un schéma au des-
sus de Spec Ryr. Alors le morphisme Mg(k,N) — Mg(k,N') induit par le mor-
phisme naturel My — My est injectif, et son image est constituée des éléments
de Mg(k, N') invariants sous l’action naturelle de T'(N')/T'(N).

Démonstration — Evident. O

2.3.3.  De maniére canoniquement équivalente (grace & la proposition 2.1.7), on
aurait pu définir une S-forme modulaire de poids k et de niveau N comme un élé-

ment du H° (MN xS, (T7)®? /\2(T+))®_k) , ou encore, si N > 3 grace au prin-
cipe de Kécher (prop 2.2.2), comme un élément du H° (/T/l\jv xS, ((T7)®? @ /\2(T+))®7n)

ou du HY(My x S, w(E)®").

Sous ces deux derniéres formes on voit que si S est noethérien, Mg(n, N) (resp.
Mg(N)) est un module (resp. une algebre) de type fini sur H%(S, Og), pour tout
entier naturel n et tout N > 1 (c’est trivial si N > 3 et le lemme précédent nous y
ramene).

2.3.4. On dit qu'une forme modulaire est parabolique si elle s’annulle sur le
bord E. Il est clair que I’espace des formes modulaires paraboliques de poids n et
de niveau N (noté M2(n, N)) s’identifie avec HY My, w®" @ L(E)®"=1),

2.4. Précisions sur la géométrie de My a l’infini.

1. Cette définition correspond, sur C & celle choisie par une partie de la littérature:
cf. par exemple la thése de Hickey, University of Chicago, 1986, ou Holzapfell ; d’autres auteurs,
comme Shintani ([SH]) propose cependant une définiton plus générale des formes modulaires, qui
correspondrait, pour nous, & des formes de poids n = k/3, k entier. Le lecteur intéressé pourra
vérifier que notre démonstration du théoréme de relévement pour les formes modulaires (resp.
paraboliques) s’applique aussi, avec quelques arguments supplémentaires, & ces formes (sous les
mémes conditions de poids n > 2, resp n > 1).
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2.4.1. Rétractions infinitésimales. Soit X un schéma, j : F' — X une immer-
sion fermés. On note F'™ les fermés épaissis associés a F', et X le complété formel de
F dans X. On note encore j les morphismes naturels (d’espaces localement annelés)
F—-F'et F— X.

Il revient au méme de se donner un morphisme r d’espaces localement annelés
de X dans F, tel que

roj=Idp,
ou de se donner une famille de morphisme

rp: F™ — F,
compatibles en un sens évident, tels que

rpoj =Idp.

On appellera I'une ou 'autre de ces données une rétraction infinitésimale de F' dans
X. On dira que F est infinitésimalement rétracte dans X s’il existe une rétraction
infinitésimale de F' dans X.

ExXEMPLES. Un point fermé est toujours infinitésimalement rétracte dans la
droite affine sur un corps. Un point fermé de Spec Z n’est jamais infinitésimalement
rétracte.

Une hypersurface de P}, ol k est un corps algébriquement clos, est rétracte si
et seulement si c’est un hyperplan.

Si X est un espace algébrique, et j : F — X est une immersion fermée d’un
schéma F dans X, les notions précédentes se généralisent sans aucune difficulté.
En effet, on peut définir les épaississements F'" associés & F' (cf. [KN], 2.5), ce sont
des schémas (puisqu’un espace algébrique est un schéma si, et seulement si, son
espace algébrique réduit associé l'est) et dans ce cas X est simplement la limite in-
ductive des espaces localement annelés F™. Une rétraction infinitésimale est définie
exactement comme dans le cas ot X est un schéma.

PROPOSITION 2.4.2. Soit N > 3. Le fermé Dy de .//\_/l\]/\[ admet une rétraction
infinitésimale canonique.

Démonstration — 1l est clair qu’on peut travailler au-dessus de la base Spec Ry
au lieu de Spec O[1/DN], car les rétractions r, obtenues au-dessus de Spec Ry,
étant canoniques, vérifieront les conditions de la descente étale.

Posons F' = Dy pour alléger les notations, et soit F™ les épaississements de F
dans ./T/l\jv D’apres le théoreme 1.5.1.1, il existe sur /T/l\;v, et donc sur F'™ un schéma
semi-abélien GG, muni d’une action i de O, de type (2, 1). De plus, d’aprés le point
6) de ce théoréme la restriction de G & F est une M,-structure, qui est munie
canoniquement d’une structure de niveau N, et est la M o-structure de niveau N
universelle sur F' = Dy = Moo n-
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D’apres la rigidité des tores, le schéma réduit de F™ étant F, G admet un
sous-tore de dimension 2 sur F" et donc (G, i) est une Mo-structure sur F™.

Comme le champ (le schéma en fait) M, y est étale sur My, (lemme 1.4.2.2),
la structure de niveau N dont dispose (G,i) au-dessus de F' s’étend de maniere
unique en une structure de niveau N pour (G, ) sur F™.

Par définition de F' = My, y comme espace de modules (cf. [.4.2.1), cette M-
structure de niveau N sur F™ définit un morphisme r, de F™ dans F, rétraction
de I'immersion 7 : F — F™.

Il est clair que les r,, définis ainsi sont canoniques et vérifient les compatibilités
nécessaires a la définition d’une rétraction infinitésimale de /T/t\jv dans F'. O

2.4.3. On note r cette rétraction infinitésimale. La construction de r (ou des
rn) a le corollaire suivant : le groupe (G, %) sur F" est le pullback du groupe (G, 1)
sur F' par r,,. En particulier, le morphisme naturel de modules sur F™

(T5)p, = o (T3),
est un isomorphisme, et de méme pour 7. Cela découle formellement de la défini-
tion (2.1.3) de 7T et 7~ & partir de (G, 1).
La limite inductive des F™, autrement dit, la complété de My par rapport

a F = Dy sera notée X/t\n — plutét que laffreux m Son espace topologique
sous-jacent est F' = Dy, et son faisceau structural est noté 01\717\;
On déduit de ce qui préceéde, par passage a la limite sur n:

COROLLAIRE 2.4.4. On suppose N > 3. Le morphisme naturel de modules sur
lespace annelé My

r* [((T_)®2 ® A2(7+))DN] —
(T2 A (M) 5z
est un isomorphisme.

2.5. Le développement de Fourier-Jacobi des formes modulaires. Dans
tout ce paragraphe on suppose N > 3.

2.5.1. Nous avons vu que la restriction de ((77)®?® /\2(T+))®_1 = w(E) a
Dy était triviale (proposition 2.1.8).

CHOIX 1. On fait le choix, dans tout ce paragraphe, d’une section génératrice
_ -1
se B (Dy, (1) @ n2(r+)®").
Cette section s définit, pour tout entier k, un isomorphisme de modules:

Opy = (1)@ A%(r)) %",
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et de 14, grace au corollaire 2.4.4, pour tout entier k£, un isomorphisme de modules
sur My

(9) O, = (W(DN)™) g

ne dépendant que du choix de s.

2.5.2. Nous allons définir, pour toute forme modulaire f de niveau N et de
poids quelconque, sur une base S, un élément de HO(Dy x S, O ® Og), noté
FJ(f) (ou FJs(f) siPon veut marquer la dépendance en s) et appelé ge’ueloppement
de Fourier-Jacobi de f. L’application F'J vérifiera:

PROPOSITION 2.5.3. ~ (i) L’application F'J est un morphisme d’anneau de
Mg(N) dans H'(Dy x S, O ® Os)

— (ii) L’application FJ est injective.

— (ii1) La formation de FJ commute au changement de base S.

~ (iv) FJys = N*FJs pour X € Hy(S, O%).

Pour cela, il suffit d’associer & une forme modulaire f sur S, de niveau N et de
poids k, vue comme un élément de HO(M y,w(E)®*) (on laisse tomber les S pour

—

alléger les notations) sa restriction & My, qui est un élément de H(Dy,O o )
via l'isomorphisme (9)

De la proposition précédente, les points (i), (iii) et (iv) sont triviaux, et (ii)
résulte facilement de ce que chaque composante irréductible de M N contient au
moins une composante de Dy.

2.5.4. En particulier, nous dirons d’une forme modulaire qu’elle a un dévelop-
pement de Fourier constant si 'élément FJ(f) de HO(Dy, O e ) est dans I'image
de r*:

FJ(f) € T*HO(DNa ODN) = j*HO(DN’ ODN)'

2.5.5. Le développement de Fourier-Jacobi que nous venons de définir vit donc
dans 'anneau H°(Dy, O o ). C’est suffisant pour certaines applications. Mais pour
mériter vraiment son nom, le développement de Fourier-Jacobi devrait apparaitre,
comme dans la théorie transcendante, comme une somme infinie de termes dépen-
dant de certaines fonctions theta. Pour cela, nous allons donner de cet anneau une
description plus “géométrique”.

Tout d’abord Dy est une union de courbes elliptiques E;, et H°(Dy, O o ) est
naturellement le produit des anneaux H°(FE;, Oj\’/t\ ), ol Oj\T désigne la restriction
de O Joe a FE;, ou, ce qui revient au méme, le fajivsceau strul\(gtural du complété de
My par rapport au fermé E;.

Si f est une forme modulaire de niveau N, la composante de FJ(f) dans

H(E;, (’)j\//l\) s’appelle simplement son développement de Fourier-Jacobi le long
N

de E;. Dorénavant, nous fixons une composante du bord FE;, et laissons tomber
tous les 7 dans les notations.
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Notons C le faisceau conormal & E dans m

LEMME 2.5.6. La restriction j* définit un isomorphisme de Pic (My) sur Pic E,
d’inverse r*.

Démonstration — D’apreés [SGA2], proposition XI.1.1, page 125, on sait que j*
est un isomorphisme si H*(E,C®*) = 0, pour tout k£ > 1 et pour i = 1,2. Cette
hypothése est trivialement vérifiée si 1 = 2, et, pour i = 1, est équivalente par
dualité de Serre & I'annulation du H°(E,C®~*), ce qui résulte du fait que I'auto-
intersection de E est négative.

Le fait que r* soit un isomorphisme, inverse de j*, en découle formellement, vu
que r o j = Id. O

LEMME 2.5.7. Il existe une section de HO(./\//ITV,’I‘*C_I), qui s’annule sur E a
lordre 1, et ne s’annule pas ailleurs.

Démonstration — Notons L£(—E) la faisceau inversible associé au diviseur F sur
M. Notons j D'injection canonique de E dans My. On sait que j*£(—E) est
isomorphe & C. Tl résulte alors du lemme précédent que 7*C~! = L(E), et le lemme
en découle. O

CHOIX 2. On fait le choix d’une telle section qu’on note e.

Un tel choix étant fixé, il existe alors un isomorphisme canonique:
k
H(E, O ) = @72,C%".

En effet, soit f € H(E, (’)m), la restriction j*f de f & E est une section du
faisceau Of sur E, donc une constante ag. Alors

f—rfap=f—ao
s’annule & 'ordre au moins 1 sur FE, et

(f —ao)/e
est une section de r*C. On note a; la restriction de (f — ag)/e & E: c’est une
section sur E de j*r*C = C. On continue, en considérant (f — ag)/e — r*a;, qui
est une section sur /\//17\7 de r*C, et qui s’annule sur E. On note ay la restriction de
[(f —ag)/e — r*a1]/az : c’est une section sur E de C®2, et ainsi de suite...
On obtient de cette maniére une famille (aj) d’éléments de HO(E,C®*), pour

kE=0,...,00. Cette famille détermine f, par la formule (convergente pour la topo-
logie naturelle de HY(E, Om) ):

f= Z(r*ak)ek.

0
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Il est clair que f — (ax)r>0 définit bien un isomorphisme d’algebre.
Par abus de langage, on se permettra d’écrire

(10) f= Zakek,
k=0

ou ay, est une section de la puissance k-iéme du fibré conormal de E dans M\]/V

Le développement de Fourier-Jacobi est dit constant au voisinage de E; siay = 0
des que k£ > 0. Il est clair qu'il est constant au sens de (2.5.4) si et seulement si il
Pest au voisinage de chaque FE;.

3. Comparaison avec la théorie analytique sur C.

3.1. L’espace de modules.

3.1.1. (voir [G], page 9)

On rappelle que le schéma en groupe sur GU(2,1) sur Z a été défini en 1.3.2.1,
et qu'on a défini I'(N) comme le noyau du morphisme naturel GU(2,1)(Z) —
GU(2,1)(Z/NZ).

On note A 'anneau des ideles de Q, et A; le sous-anneau des ideles finis. On
identifiera GU(2,1)(Q) & un sous-groupe de GU(2,1)(A) (resp. de GU(2,1)(Af))
grace au plongement diagonal.

On définit un sous-groupe Ky de GU(2,1)(Af), en posant

Ky ={g€GU2,1)(Af)| (g —1)Vi ®2Z € N(Vi ®77Z)}.
On vérifie immédiatement que
Ky nGU(2,1)(Q) =T(N).

Le groupe GU(2,1)(R) est le groupe de Lie des similitudes unitaires de 'espace
hermitien (Vp,qo) ® R. Mais on peut aussi le voir comme celui des similitudes
unitaires de (V7,q1) ® R, d’apres 1.4. C’est cette maniére de voir, qui correspond &
un domaine de Siegel du second type, que nous choisirons: lorsque nous écrirons
matriciellement un élément v de GU(2,1)(R), il sera entendu que la matrice est
prise dans la base canonique de V; @ R.

On définit K, comme le sous-groupe de GU(2,1)(R) qui laisse fixe la droite
{(t,0,—t) t € C} dans V1 ® R. Notons que K, contient le centre Z de GU(2,1)(R)
et que K /Z est compact maximal dans le groupe adjoint GU(2,1)(R)/Z.

On a des isomorphismes naturels

GU(2,1)(R)/Ks ~ U(2,1)(R)/(Kso NU(2,1)(R))

(11) ~ { droites définies négatives de V; @ R }

~ {(z,u) € C* ,2Rez + |u|* < 0}
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Les deux premiers isomorphismes sont évidents, précisons que le troisiéme est ob-
tenu ainsi: une droite définie négative est une droite de coordonnées homogénes
(21, 22, z3) vérifiant
‘22|2 + 2123+ 2321 <0
ce qui implique z3 # 0 et équivaut, en posant z = z1/z3 et u = 22/23, &
2Rez + |ul? < 0.

On note X 'ouvert de C? défini par cette inégalité. C’est un domaine de Siegel
du second type associé & GU(2, 1)(R).

Le groupe GU(2,1)(R) (resp. U(2,1)(R)) agit sur X via I'isomorphisme ci-
dessus, et l'action est donnée par la formule:

a1z + biu+c1 asz+ byu+ co

(12) vz u) = (agz + bgu +c3” azz + byu + C3>
pour tout z € X et tout
a; b
y=1| a2 by c
az by c3

PROPOSITION 3.1.2. Pour tout N, on a un isomorphisme naturel de variétés
algébriques sur C.

Mny(C) =~ GU2,1)(Q\GU(2,1)(A)/ KN K.

Ces isomorphismes sont compatibles avec les actions de I'(N) a droite ou a gauche,
et quand N|N', avec les morphismes My (C) — My (C) et GU(2,1)(Q\GU(2,1)(A)/Kn' Koo —
GU(2,1)(Q\GU(2,1)(A)/Kn Kn.
De plus, la composante neutre de GU(2,1)(Q)\GU(2,1)(A)/Kny K estT'(N)\X,
et est donc lune des composantes de My (C) - qu’on appelle la composante neutre,
et qu’on note M% (C).

Précisons: My (C) est I’ensemble des points complexes du schéma My x C si
N > 3, et 'ensemble des points complexes de I’espace algébrique grossier associé a
Mpy x Csi N =1 ou 2. Cette définition munit My (C) d’une structure de variété
de dimension 2 sur C (lisse si N > 3).

La structure de variété algébrique sur GU(2,1)(Q)\GU(2,1)(A)/ Ky’ Koo est ex-
pliquée dans [G], et correspond, sur la composante neutre, a la structure analytique
de X/T'(N).

La proposition est un cas particulier de [D1], 4.11. Donnons un dictionnaire
entre nos notations et celles de loc. cit.. Le corps quadratique K est chez Deligne
noté L (chez qui ce n’est plus forcément un corps quadratique), I'ordre O est Ly,
on a Vg = vz comme module symplectique avec action de Lyz. Enfin VZ’ =V.

La proposition est aussi démontrée dans [G], proposition 3.2, pages 12 et sui-
vantes, directement dans le cas qui nous intéresse, mais avec une légere erreur,
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puisque la proposition 3.2 prétend construire une bijection de GU(2,1)(Q)\GU(2,1)(A)/Kn K
sur I’ensemble des M-structure de niveau N ne vérifiant pas forcément la condition
3) de notre définition des M-structures. D’oli une erreur dans la remarque 3.2.5,
calculant le nombre de composantes connexes (qui est toujours A et non h ou 2h
selon la parité de D).
Précisément, 1’erreur est dans la preuve de la surjectivité (page 14) du mor-
phisme construit antérieurement GU(2,1)(Q)\GU(2,1)(A)/Kn Koo — My (C). 11
n’y a aucune raison que W (Z) = H*(A(C), Z) s’identifie avec un réseau de la forme

gsV(Z)NV(Q).
3.2. Les compactifications.

PROPOSITION 3.2.1. Les variétés My (C) et M (C) sont respectivement les
compactifications toroidale et minimale de My(C) décrites respectivement dans
[G], 5.4 et 5.2.

Voir loc. cit. et [L2], partie 6.
On note MVO(C) la composante de My (C) qui contient MY (O).

3.3. Résultats de Holzapfel. Holzapfel a étudié en détail (voir la biblio-
graphie de [G]) la géométrie sur C des surfaces My (C). De ses travaux, nous
utiliserons le résultat suivant :

PROPOSITION 3.3.1. On fait sur N les hypothéses suivantes:

- N > 4.
— N n’est pas premier.
— 81 O =1Z][i], N n’est pas non plus 6, 8 ou 9.

Alors chaque composante de Mv((c) est une surface minimale de type général.

Démonstration — [HO], proposition 4.13. La définition de surface minimale de
type général est rappelée plus bas. O

3.4. Formes modulaires.

3.4.1. Shintani (cf. [SH]) a étudié en détail la théorie analytique des formes
modulaires pour U(2,1). S’inspirant de ses définitions (qu’on particularise — puis-
qu’il traite le cas des formes modulaires & valeurs vectorielles), on pose

DEFINITION. L’espace des formes modulaires analytiques Mg, (n, N) est 'en-
semble des fonctions holomorphes f sur X satisfaisant a 1’équation fonctionnelle

(a3z + bau + c3)3"

f(’Y(Z,’U,)) = (det ,),)n

f(z,u)
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pour tout z € X et tout

a b
Y= as by o S F(N)
as b3 C3

34.2. Si f € Mgy(n,N), la 2-forme différentielle f(z,u)(dz A du)®" est in-
variante par U(2,1)(R) et définit donc une 2-forme différentielle sur My (C). En
effet,

v*(dz A du)®™ = (déterminant jacobien de I'action de )"dz A du,

d’oti, en calculant quelques différentielles et un déterminant, & partir de (12),
(det )"

*(dz A du)®" =
7' (dz A du) (a3z+b3u+03)3"(

dz A du)®".

Par passage au quotient, f € M,,(n, M) définit donc une section analytique f
du faisceau w®" sur My.

PROPOSITION 3.4.3. La section analytique f est en fait algébrique, et applica-
tion f — f est un isomorphisme

Meyn(n,N) = Mc(n, N).

Démonstration —  Pour montrer que f est algébrique, on montre d’abord que
f se prolonge en une section analytique de (w(Dy))®" sur m(C) tout entier. Il
s’agit donc de montrer un principe de Kocher analytique, exactement analogue au
principe de Kocher algébrique de la proposition 2.2.2. La preuve donnée marche
sans changement dans le cadre analytique.

On utilise ensuite GAGA, qui montre que le prolongement de f est algébrique,
et donc aussi f sur My (C). f est donc une section de H®(My (C),w®"), donc un
élément de Mc(n, N).

Construire ’application inverse est encore plus simple. O

3.4.4. Le développement de Fourier-Jacobi analytiqgue. Nous allons maintenant
esquisser, sans démonstration, la comparaison entre le développement de Fourier-
Jacobi que nous avons défini en 2.5.2 et le développemennt de Fourier-Jacobi clas-
sique de la théorie analytique. Pour simplifier les notations, nous nous plagons dans
le cas K = Q(i), comme Shintani ([SH]) dans son introduction.

On note P(Q) le sous-groupe de U(2,1)(Q) des applications pour lesquelles
le vecteur e; (premier vecteur de la base canonique de V;) est propre. Comme
Porthogonal de < e; > est < ej,ea >, ce groupe est constitué des matrices de
U(2,1)(Q) qui sont triangulaires supérieures (dans la base canonique). Le sous-
groupe P(Q) est un parabolique minimal. On note U(Q) le radical unipotent de
P(Q), et on pose

U(N)=U(Q) NT(N).
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Le groupe U(N) est constitué des matrices de la forme
1 a —aa/2+1ib
01 —a ,
00 1
avec a € NZ][i] tel que aa € 2Z, et b € NZ.
Soit f € Mgn(n, N). Par définition, on a, pour tout y € U(n),

f(’Y(zau)) = f(zau)a

ou encore
(13) f(z+au—aa/2 +ib,u —a) = f(z,u).

En particulier, f(z 4 ib,u) = f(z,u) pour b € NZ, ce qui permet de considérer
le développement de Fourier en z de f:

(14) F(ew) = 3 ag(u)e?e/N.
rEZL
L’équation (13) impose aux a,(u) de vérifier I’équation fonctionnelle, pour tout
a € NZJ[i] tel que aa est pair.

(]‘5) ag (u — a/) = ag (u)e27rk/N(aé/2_au)'

Les a; sont donc des fonctions 6 et définissent des sections de fibrés sur la
courbe elliptique & multiplication par O

E = C/A,

ou A est le réseau de C défini par A = NZ[i] si N est pair, A est le sous-réseau
d’indice 2 de NZ[i] des éléments z + iy tels que 22 + y? (ou z + y) est pair.

On vérifie facilement que &k, = 0 pour k£ < 0, et que ag est une constante.

L’écriture (14) constitue le développement de Fourier-Jacobi analytique de f.

La courbe elliptique £ & multiplication par O apparait comme 1'une des com-
posantes du bord de la compactification ./TATV(C), (cf. [G], page 5), qu’il est parlant
de voir comme 'ensemble des (—oo,u), u € C/A.

11 est alors facile, mais un peu calculatoire, de voir que la rétraction r de 2.4.3
est décrite par l'application (z,u) — (—oo,u), bien définie sur un voisinage (de
la forme Rez < —A, A réel grand) de E. La fonction covariante (z,u) — e*™2/N
définit (4 une constante complexe preés) une section du fibré L(FE), dont on peut
voir qu’elle est définie sur Ry. Les fonctions ay(u) définissent des sections de la
puissance k-iéme du fibré conormal de E. Si, dans le choix 2, on prend pour e la

section définie par e27#/N

, il est clair que modulo ces identifications, développement
de Fourier analytique, et développement de Fourier algébrique (10) coincident. On
obtient ainsi des critéres de rationalité ou d’arithméticité des formes modulaires de
Picard, en fonction de leur développement de Fourier-Jacobi analytique, que nous

nous n’expliciterons pas.
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4. Le changement de base pour les formes modulaires de Picard

4.1. Rappels sur les surfaces algébriques.

4.1.1. Rappelons qu’'une surface S (que nous supposerons toujours propre et
lisse sur un corps k) est dite de type général si elle est de dimension de Kodaira 2,
c’est a dire si une puissance du faisceau canonique définit un morphisme vers un
espace projectif dont I'image est de dimension 2. Il revient au méme de demander
que dimy H%(L(nK)) tend vers 'infini en Cn? avec n, ot C est une constante et
K un diviseur représentant le faisceau canonique. Il est clair (par le changement de
base de la cohomologie pour les extensions du corps de base) qu’une surface sur un
corps k est de type général si et seulement si elle ’est aprés une extension arbitraire
k" du corps de base.

4.1.2. Rappelons qu'une surface S (propre et lisse comme toujours) sur un
corps k algébriquement clos est dite minimale si elle n’admet pas de droite excep-
tionnelle, i.e. de sous-variété de dimension 1, isomorphe & la droite projective P!,
et d’auto-intersection -1.

Nous dirons qu’une surface S sur un corps k est minimale si et seulement si la
surface S xj k Dest.

4.1.3. Dans une surface de type général S, on a

K% >0.
Si de plus S est minimale, et si C' est une courbe irréductible de S, on a
KC>0.

Autrement dit, K est numériquement effectif.

Voir par exemple [B], proposition 1.

4.1.4. On peut se demander si ces deux notions sont stables par spécialisation.
Précisément, soit T le spectre d’un anneau de valuation discrete, 0 son point fermé et
7 son point générique. Soit S un schéma sur T, propre et lisse de dimension relative
2 (bref, une surface relative). On note Sy et S, les fibres spéciale et générique de
S. Ce sont des surfaces sur un corps.

Le faisceau canonique relatif sur S (Q% /T) se restreint en deux faisceaux sur Sy et
Sn, qui sont les faisceaux canoniques respectifs de Sy et S, (cela résulte simplement
de la compatibilité de la formation du faisceau des formes différentielles relatives
au changement de la base). On note Ky et K, des diviseurs canoniques de Sp et S,.

Faute d’avoir su trouver une référence pour la proposition suivante, nous en
donnons une démonstration.

PROPOSITION 4.1.5. Si S, est de type général (resp. minimale) alors il en va
de méme de Sy
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Démonstration — Si S, est de type général, alors dim H°(S,, nK,) croit en n?, et
comme dim H%(Sy,nKy) > H°(S,,nK,) par le théoréme de semi-continuité ((HA],
I11.12.8) il en est de méme de dim H(Sp, nKjp). Donc Sy est aussi de type général.

Pour minimal, c¢’est un peu plus difficile. Il est clair tout d’abord qu’on peut
supposer que le corps résiduel k£ de T est algébriquement clos. Supposons qu'’il existe
une droite exceptionnelle D dans Sy. Nous allons montrer qu’il en existe aussi une
sinon dans S;, au moins dans Sj, oli  désigne la cloture algébrique du corps des
fractions n de T', et S5 = S, X, 7.

Considérons le schéma de Hilbert Hr des sous-schémas des fibres de § — 1" qui
ont méme polynéme de Hilbert P que D C Sy (voir [FGA], exposé 221, pages 11
sqq; c’est ce que Grothendieck note @ = Quot?(Og, S, T). Les conditions d’exis-
tence sont trivialement vérifiées). Comme la formation de Ps commute au change-
ment de base, les fibres Py et P, correspondent aux schémas de Hilbert dans les
variétés Sp et Sj).

Remarquons le fait suivant : Une famille C' propre et lisse de courbes incluses
dans une famille S propre et lisse de surfaces vérifie (si la base est localement nce-
thérienne et connexe) que I'auto-intersection de chaque courbe dans chaque surface
est la méme. Cela découle par exemple de I'invariance de la caractéristique d’Euler
d’un faisceau cohérent.

On en déduit facilement que le foncteur de la catégorie des T-schémas locale-
ment noethériens et connexes vers la catégorie des ensembles qui définit le schéma
de Hilbert Hg est 1a somme disjointe des sous-foncteurs correspondants aux courbes
d’une auto-intersection donnée, et de 14, que Hy est une union disjointe de schémas
Héi paramétrant les courbes dont ’auto-intersection est ’entier k.

Considérons donc le schéma Hj 1 au dessus de T (ie. le schéma de Hilbert
paramétrant les courbes de méme polynome de Hilbert que D et d’auto-intersection
-1).

La droite exceptionnelle D sur Sy dont on a supposé l'existence définit un
morphisme Speck — H;' et de 1i un point de (la fibre spéciale) de H'. Or, si
I'on note N/, le fibré normal & D dans Sy, on a

HI(D’ND/S()) =0

car Np /5, est de degré D? = —1 sur la droite projective D. Comme de plus D est
lisse donc localement intersection compléte, on peut appliquer le corollaire 5.4 de
Pexposé 221 de [FGA], et 'on voit que Hr est lisse sur 7" au point correspondant
a D. Il en va donc de méme de H, L et cela implique que le morphisme Hy Ly
est surjectif.

(Lemme implicite trivial: si X est un schéma sur T, tel que X est non vide, et
que X — T est lisse en un point zy € X, alors X — T est surjectif.)
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Ceci implique que la fibre générique H, 1 de H ! est non vide, donc qu’elle
admet, aprés extension finie du corps de base, des points rationnels (puisqu’elle est
localement de type fini, loc. cit.).

Ceci signifie que S; admet une droite exceptionnelle et donc n’est pas minimale,
ce qui termine la preuve.

Remarque : noter qu’il est maintenant tres facile de voir qu’en fait H ! est étale
et (au moins si Sy est supposé de type général) fini sur 7' O

4.2. Un calcul de cohomologie cohérente.

4.2.1. Dans toute cette partie, on fixe un entier N qui vérifie les hypothéses
de la proposition 3.3.1.

On choisit une composante irréductible .//\_/t\]/VO de m sur Ry. Pour tout idéal
premier B de Ry, on pose Sp = M\j/vo ® k(P), ou k(*P) est le corps résiduel au
point B de Spec Ry .

Pour tout B, Sy est donc une surface connexe, propre et lisse sur un corps
(dont la caractéristique est premieére & N D).

LEMME 4.2.2. Pour tout idéal premier ‘B de Ry, Sy est une surface minimale
de type général.

Démonstration —  Cela résulte immédiatement de la proposition 3.3.1 et de la
proposition 4.1.5. O

PROPOSITION 4.2.3. On suppose que N wvérifie les hypothése de la proposi-
tion 3.3.1.
On a alors, pour tout entier n > 2,

H'(Sy, L(nK)) = 0.

Démonstration —

Il suffit d’invoquer le théoréme de Deligne-Illusie-Raynaud (cf. [I], formule
(5.8.2) du théoreme (5.8) page 145, et remarque (5) page 147. ), applicable ici
parce que L(K) est numériquement effectif (d’apres le lemme précédent et (4.1.3))
et que Sy est relevable & Wy (k) (car p est non ramifié dans O):

H'(Sy, L(nK)) =0, pour n < —1.
On conclut par dualité de Serre:

0= H'(Syp, L(nK)) = (H* *(Sq, LK — nK)))*.
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4.2.4. On fixe B, et pour alléger les notations, on pose S = Sp. Appelons E
le bord Dy N S. C’est la réunion disjointe d’un certain nombre ¢ de composantes
connexes qui sont des courbes elliptiques.

Fixons maintenant un entier n > 2, et soit m un entier tel que

1<m<n-—1.
On a une suite exacte de faisceau sur S
0— LnK+ (m—1)E) = L(nK + mE) = L(nK + mE) ® 7.0 — 0,

ou j est I'injection canonique de E dans Sgp.
Cette suite donne lieu & une suite exacte longue, dont on tire

HY(S,L(nK + (m —1)E)) — H'(S,L(nK + mE))

— HY(S, L(nK + mE) ® j,0F).

Le troisiéme terme s’identifie au H' sur E de la restriction & E du faisceau £(nK +
mE). Ce faisceau a un degré sur E égal a

(nK +mE).E =nKE +mE* = (n —m)KE > 0.

Par dualité de Serre, (et par le fait que le degré du fibré dualisant sur E est nul)
ce H' est nul, et on voit ainsi, par récurrence que H'(S, L(nK + mE)) = 0 pour
m <n —1, et donc que

HY(S,L(nK + (n—1)E) = 0.

Il reste une étape, pour laquelle il faut étre un peu plus soigneux. On a la suite
exacte

HY(S,L(nK + (n—1)E)) = H'(S, L(nK + nE))
— HY(S,L(nK +nE) ® Og) = H*(S,L(nK + (n — 1)E))

Nous allons montrer que le terme en H? dans la suite exacte précédente est nul.
Par dualité de Serre, ce terme est dual du H° du faisceau associé au diviseur

K—-—nK—-(n—1)E=(1—-n)(E+K).

Mais l'inverse du faisceau £((1 —n)(E + K) est gros (car L(m(F + K)) a au moins
autant de section que £(mK) d’apres le principe de Kocher). Donc L((1—n)(E+K))
ne peut avoir de section, et le terme en H? est nul.

Quant au H'(Sg, L(nK + nE) ® OF), c’est simplement le H' du fibré trivial
sur £, qui est donc de dimension le nombre ¢ de composantes connexes de FE.

Enfin, remarquons que I'espace vectoriel H2(S, L(nK + nE)) est nul lui aussi.
En effet, c’est le dual de HY(S, (1 —n)(E — K) — E), qui s’injecte dans HY(S, (1 —
n)(E—K))=0.
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4.3. Conclusion. La proposition précédente permet d’appliquer les théorémes
de changements de base en cohomologie cohérente, et d’obtenir :

PROPOSITION 4.3.1. Soit R une Spec O[1/DN]-algébre. Soit P un idéal mazi-
mal de R. Supposons N >3 et, si O = Z[i], N > 5.
Alors, si n > 2, le morphisme naturel

H(My x Spec R, L(nK +nE)) ® R/B — H*(My x Spec (R/B), L(nK + nE))
est un isomorphisme. Autrement dit

De plus, Mg(n,N) est un R-module localement libre.
Ces assertions restent vraies, si n > 1, en remplagant Mg par M?z

Démonstration —  On peut supposer que R est une une Rp-algébre, vu que
Ry — SpecO[1/DN] est fidélement plat.

L’assertion “respée”, sur les formes paraboliques, en poids n > 2, résulte de [M].
corollaire 1, page 49, puisqu’on a vu que le H' du faisceau des formes paraboliques
L(nK + (n — 1)E) était nul sur toute fibre Sg.

En ce qui concerne les formes modulaires de poids n > 1, sections du faisceau
L(nK +nkE), le calcul précédent montre que le H'(Sy, L(nK +nE) ne dépend pas
du point B choisi. Le corollaire 2 de [M], page 51 montre alors que la formation du
module des formes modulaires commute & tout changement de base. En particulier,
Mpg(n,N)® R/ ~ Mg p(n,N) = H°(Sp, L(nK +nE)). Mais la dimension de ce
HO ne dépend pas de 9, par invariance de la caractéristique d’Euler-Poincaré d’un
faisceau puisqu’il en va ainsi du H', et du H? (qui est toujours nul) de ce faisceau.
Le lemme de Nakayama montre donc que Mpg(n, N) est localement libre sur R.

Reste & prouver I'assertion pour les formes paraboliques quand n = 1: il résulte
de la dégénerescence de la suite spectrale de Hodge vers de Rham (cf. [I]) que
HO(MTVan/SpecRn) s'identifie & un sous-module du H},(My/Spec Ry). Ce
Rpy-module est sans torsion (s’il avait de la p-torsion, il en serait de méme, par
un théoréme classique de comparaison, du H, gt(/T/TN x Spec K\, Z,), et ce dernier

groupe s’identifie au groupe de cohomologie singulitre H*(My x SpecC,Z,), qui

m/Spec Rn) est
sans torsion, donc localement libre. On conclut grace & [I], proposition 6.6. O

est sans torsion, comme tous les H' singuliers). Ainsi, H°(My,

Par descente, on peut lever les hypothéses sur le niveau N — au prix de la perte
de quelques places:

THEOREME 4.3.2. La proposition précédente reste vraie, si l’on ne suppose plus
rien sur N (que N > 1), et si l’on fait Uhypothése que 2, 3 et 7 sont inversibles
dans R.
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En particulier, pour N =1, on a l’énoncé suivant :

Soit R une Spec O[1/D]-algébre. Soit B un idéal mazimal de R. On suppose que
2,3 et 7 sont inversibles dans R. Soitn > 2 (respn > 1). Alors Mg (resp. M%) est
localement libre sur R et

(resp. M%(n,1) ® R/P ~ M?z/m(n, 1).

Démonstration — Contentons-nous de prouver le résultat quand N = 1, le reste
se faisant de la méme maniére.

Inversons 2, 3 et 7 dans R, autrement dit, posons R’ = R[1/42]; par abus de
notation, nous noterons aussi 9P I'idéal PR’. On a bien siir R/P = R’ /P, et donc

MR/r‘p(n, 1) = MR//m(n, 1)
Par platitude de R sur R;, on a aussi:
Mpg(n,1) ® R/P = Mg (n,1) ® R/,

et 'on voit donc qu’il suffit de prouver la proposition pour R’ au lieu de R.
Dans la proposition précédente, faisons N = 16 (et travaillons sur R’, qui est
bien une Spec O[1/2D]-algebre) :

MR’ (’I’L, ].6) &® R/‘B >~ MRl/cp(’I'L, ].6)
On sait que My jp3(n,1) est ensemble des éléments invariants par
GU(2,1)(Z/167Z)

de Mg /p(n,16), et de méme que Mg (n,1) est U'ensemble des éléments invariants
par GU(2,1)(Z/16Z) de Mg/ (n,16). Par ailleurs, le lemme 4.3.3 montre que 'ordre
de GU(2,1)(Z/16Z) n’admet que 2, 3 et 7 comme facteurs premiers.

Le théoréme résulte donc du fait bien connu suivant: si M est un module sur
A, G un groupe fini d’automorphismes de M d’ordre inversible dans A, et B une
A-algebre, le morphisme

M%®,B— (M®4B)°

est un isomorphisme. (En effet, M est alors 'image du projecteur 1/|G| geG 9)-
a

LEMME 4.3.3. Les facteurs premiers intervenant dans l’ordre du groupe GU(2,1)(Z/16Z)

sont 2, 3 et 7.

Démonstration — Le morphisme GU(2,1)(Z/16Z) — GU(2,1)(F2) a pour noyau
un 2-groupe. 11 suffit donc de montrer que I'ordre du groupe GU(2, 1)(F2) n’admet
que 2, 3 et 7 comme facteurs premiers. Pour cela, on distingue trois cas:
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1) 2 est décomposé dans O. On a alors
GU(2,1)(F2) ~ GL3(F2)
dont I'ordre est
(22 —1)x (22 —2) x (22 —2%) =7 x 3 x 23
2) 2 est inerte dans O. On vérifie facilement que GU(2,1)(Fz) est d’ordre
3t x 28

3) 2 est ramifiée dans O. Dans ce cas, O/2 = Fy[e] avec €2 = 0, et sur Fy|e]
tant ’application z — —z que la conjugaison sont ’identité. Revenant & la défini-
tion (I.3.2.1) de GU, on voit donc

GU(FQ) = O3(F2 [8])

Mais l'ordre de ce dernier groupe ne differe de celui de O3(IF2) que par une puissance
de 2, et O3(F;) C GL3(F2) a un ordre dont les facteurs premiers sont 2,3 et 7. O

5. Application: construction d’un analogue de l’invariant de Hasse
Cette partie est inspirée de [K].

5.1. Caractéristique p.

5.1.1.  Soit S un schéma sur Spec O[1/D], de caractéristique p, ou, ce qui re-
vient au méme, un schéma sur O/p.

Soit (G,7) un schéma en groupe de dimension 3 sur S, tel que 7 = Lie(G) =
e*Qg/_Sl est localement libre, et i est une action de O sur G de type (2,1) (cf. 1.2).

Le faisceau Lie(G) est naturellement muni d’une opération “puissance p-iéme”,
notée z — zP) qui est additive et p-linéaire, i.e.

(Az)®) = \PzP),

Par fonctorialité, cette opération laisse stables les sous-faisceaux 71 et 7~ de
Lie(@) (définis en 2.1.3), et induit donc une opération additive et p-linéaire sur le
faisceau

()% ® A (r)

5.1.2. Rappelons que la donnée d’une opération p-linéaire sur un faisceau in-
versible F sur S est équivalente & la donnée d’une section de F®(1-P), En effet, si
z — z(P) désigne 'opération sus-mentionné sur les sections de F sur un ouvert U de
S, et si zy désigne une section inversible (ce qui existe toujours, quitte & restreindre
U) de F sur U, la section sy = x?_p ® xép) de F®(-P) pe dépend pas de zq : pour
tout A € H(U, Of))

()\$0)®_p ® ()\zo)(p) = x?_p ® zgp).
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On peut donc recoller les section sg, et obtenir une section
he FEPD),

5.1.3. Appliquant en particulier 5.1.1 & (G,7), quand (G, ¢,7) est une M-
structure sur S, et utilisant la traduction 5.1.2, on obtient une section canonique
hde ((t7)%?® /\2(T+))®(1_p), et ces sections se recollent pour définir une forme
modulaire de poids p — 1 (et de niveau 1) sur O/p,

h € M(')/p(p - ]-a ]-)a
qu’on pourrait appeler invariant de Hasse, étant entendu que:

LEMME 5.1.4. La forme modulaire h s’annule ezactement aux points de M ®
O/p qui paramétrent des M-structures (A, ¢,i) telles que A n’est pas ordinaire.

Démonstration — 11 est clair par construction que h s’annule en (A, ¢,17) si, et
seulement si, la puissance p-iéme sur Lie(A) est bijective. Or il est bien connu que
cette condition est équivalente & ’ordinarité de A. O

5.1.5. Si (G,1,¢) est maintenant une M, -structure sur S, on a exactement
de la méme fagon qu’en 5.1.3 une section canonique hg de

((7'_)®2 ® /\2(T+))®(1—P)
sur S. Si 'on fixe N > 3, ces sections se recollent en une section
1 € HY(Dy, ((r7)®% ® A%(r+)) ¥ P
de GG, de maniére exactement analogue & 5.1.2, 5.1.3.

LEMME 5.1.6. La section hgy est nulle si p est inerte. Si p est décomposé, elle
ne s’annule pas sur Dy.

Démonstration —  Si (G,i) est la Myo-structure universelle sur Dy, de tore
maximal 7', et de courbe elliptique G/T = E, on a la suite exacte de faisceaux
localement libres (reprenant les notations de la preuve du lemme 2.1.8)

0= 1 =170 =78 =0,

L’opération “puissance p-ieme” est inversible pour un tore, donc sur 71 et en par-
ticulier sur Tj’f et 7.

Elle est inversible (resp. nulle) sur E si E est ordinaire (resp. supersinguliére),
donc si p est décomposé (resp. inerte).

Le lemme en découle facilement. O
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5.1.7. Calculons le développent de Fourier-Jacobi de h, qu’on peut voir comme
une forme de poids p — 1, et de niveau N sur Spec Ry /p. Suivant la définition du
développement de Fourier-Jacobi de h, donnée en 2.5.2, on considére le restriction
h de h au complété formel de Dy dans My.

Par fonctorialité de I'application “puissance p-iéme”, on a

’r‘*ho = il

Par définition du développement de Fourier-Jacobi, ceci signifie que le dévelop-
pement de Fourier-Jacobi de h est constant (2.5.4), i.e. que pour toute composante
E; du bord, les fonctions Theta ¢, définies pour chaque composante du bord en 10
sont nulles si r > 1 (2.5.5).

Si p est inerte, d’apres le lemme précédent, le développement de Fourier-Jacobi
de h est donc nul, ce qui implique que h est nul, et on retrouve le fait par ailleurs
trivial que si p est inerte, il n’existe pas de M-structure (A4, ¢,7) en caractéristique
p telle que A soit ordinaire.

Si p est décomposé, au contraire, on a ainsi obtenu ’existence d’une forme mo-
dulaire h sur Spec Ry /p dont le développement de Fourier-Jacobi est une constante
non nulle (dépendant du choix (1).

5.2. Caractéristique zéro.

THEOREME 5.2.1. Soit p un nombre premier décomposé dans O. Alors, pour
tout niveau N > 3 (N > 5 si O = Z[i]), il existe une forme modulaire de Picard
sur O[1/DN], de poids p — 1, dont le développement de Fourier-Jacobi est congru
a une constante non nulle modulo p.

Démonstration — Cela découle immédiatement de 5.1.7, et de la proposition 4.3.1
O
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CHAPITRE III
Mauvaise réduction des surfaces modulaires de Picard

1. Introduction

1.1. L’objet de ce chapitre est de décrire la mauvaise réduction en une place
p de certains modeles entiers des surfaces modulaires de Picard avec structure de
niveau iwahorique ou parahorique en p.

1.2. La majeure partie de ce chapitre est consacré au cas p inerte, structure
de niveau iwahorique. Nous construisons un modele entier, montrons qu’il est plat
et semi-stable (en décrivant ses singularités), et nous terminons notre étude par
quelques propriétés géométriques globales.

La méthode utilisée pour décrire les singularités est celle inaugurée par De Jong
([DJ]), basée sur le théoreme de Grothendieck-Messing.

1.3. Dans [R-Z2], on propose des candidats modéles pour une large classe
de variété de Shimura, contenant la notre, mais on ne les étudie pas, et & ma
connaissance, il n’a jamais été prouvé que dans le cas qui nous intéressent, ce
modele de Rapoport-Zink est semi-stable.

Le modeéle que nous proposons est I’espace de module d’un type de structures
se décrivant en termes géométriques simples, sans référence a la cohomologie. Ceci
rend nettement plus aisé 1’étude des propriétés globales de ce modele, que nous
faisons a la section 5. Il découle en fait facilement de la proposition 4.1.4 que notre
modele est le méme que celui de Rapoport-Zink.

1.4. La section 6 est consacrée au cas de structures de niveaux parahoriques
en une place p décomposée. Tout est beaucoup plus simple dans ce cas, et 'on
obtient facilement un modeéle entier plat et semi-stable.

1.5. Nous montrons enfin & la section 7 qu’en un sens trés naturel, dans les
deux cas considérés, notre modele est I'unique modele canonique de la variété de
Shimura considérée.

2. Préliminaires

2.1. Compléments sur le type d’un module avec action de O. Soit S
un schéma sur Spec O[1/2], et F un faisceau de Og-modules, muni d’une action 4
de O par Og-endomorphismes. En particulier, on dispose d’un endomorphisme J
de F, défini par
J =i(vV—d)

et vérifiant J? = —d. Inversement, I’action de O tout entier est déterminée par J.
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PROPOSITION 2.1.1. Soit S un schéma sur Spec O[1/2d). Soit F un faisceau de
Ogs-modules localement libre de type fini sur S, muni d’une action de O comme
ci-dessus, de type (p,q).

— (i) F est la somme directe des sous-faisceauz Ker(J —+/—d) et de Ker(J +

V—d). Ces deuz faisceauz sont localement libres de rang respectivement p et

q
— (ii) Soit S et F comme en (i), et S' — S un morphsime arbitraire. Alors si

F est de type (p,q), il en va de méme pour Fgr muni de son action de O
obtenu par changement de base.

— (iii) Si S = Spec R est affine, et M est le R-module des sections de F, tout
sous-module O-stable de M qui admet un supplémentaire dans M admet un
supplémentaire O-stable.

Démonstration — Les assertions (i) et (ii) ne sont mises ici que pour mémoire:
voir [.2.
Prouvons (iii): si N est un sous-module stable par O, on a

N = (Ker (J —v—d) N N) @ (Ker (J + v—d) N N).
Mais
Ker (J — v—d)/(Ker (J — vV—d) N N)

est facteur direct de M /N (un supplémentaire est (Ker J++v/—d)/((Ker J++v/—d)N
N).) Comme par hypothése N admet un supplémentaire, forcément projectif, M /N
est projectif et donc aussi son facteur direct

Ker (J — vV—d)/(Ker (J — v/—d) N N).
Ce qui signifie que
(Ker (J —v/—d) N N)
admet un supplémentaire N; dans Ker (J — v/—d); de méme
(Ker (J +v—d) N N)
admet un supplémentaire Ny dans Ker (J + v/—d). Le sous-module
Ny & Ny

est un supplémentaire O-stable de N. L’assertion sur les types est triviale (il suffit
de localiser). |

2.2. La propriété (**) de Raynaud.



2. PRELIMINAIRES 65

2.2.1.  Soit p un nombre premier inerte dans O, et ¢ = p?. Si S est un schéma
au dessus de SpecO, et si ¢ — 1 est inversible dans Og, alors S est naturellement
au-dessus du schéma Spec D de [Ra], 1.1. Dans ce numéro, on fait cette hypothese.

Si G' est un schéma en IF;-vectoriels sur S, on peut donc définir comme loc.
cit, page 246 la propriété (**): Le schéma en [, vectoriel G a la propriété (**) de
Raynaud si la décomposition

I=el,

de l'idéal d’augmentation de sa Og-bigebre sous I'action du groupe F, est telle que
les I, sont des Og-modules localement libres de rang 1.
Noter que si G vérifie (**), il est de rang p?. Les propriétés suivantes sont faciles
a vérifier.
— (a) Si S est connexe, et si G vérifie la proprieté (**) au-dessus d’un point
s € S alors G vérifie (**).
— (b) Si S est connexe et contient un point de caractéristique zéro, alors G
vérifie (**)
~ (c) Si S’ est fidelement plat sur S, et si G’ est le §'-schéma G xg S’ alors G
vérifie (**) si et seulement si G’ vérifie (**).
Le point (b) est la proposition 1.2.2 de loc. cit., le point (a) est démontré dans
la preuve de cette proposition, et (c) est évident.
2.2.2. 1l est commode d’étendre la définition de la propriété (**) au cas ou
g — 1 n’est pas inversible dans Og, de la manieére triviale suivante: on dira qu’'un
schéma en F,-vectoriels sur S, de rang p? vérifie (**) si sa restriction a

S[1/(g=1)]: =5 Xspecz SpecZ[1/(g — 1)]

vérifie (**) au sens du numéro précédent.

Les propriétés (a), (b) du numéro précédent reste vraies pour la propriété (**)
ainsi étendue, si ’on remplace dans leur énoncé chaque occurence de S par S[1/(g—
1)]. La propriété (c) reste vraie sans changement.

2.3. La classification de Raynaud.

2.3.1. Dans ce para